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PRÉFACE 



En publiant cet ouvrage, nous nous sommes proposé de 
faciliter à nos camarades, Tétude d'une science que tout ingé- 
nieur devrait aujourd'hui connaître, au moins dans ses 
éléments. 

Guidé par cette pensée, nous avons donné à certaines pro- 
positions essentielles, des développements qui nous ont paru 
nécessaires, pour les rendre intelligibles à ceux qui ne sont pas 
bien familiarisés avec les sciences mathématiques. Nous avons 
eu soin aussi, de rappeler les principes sur lesquels nous 
avons appuyé nos démonstrations, en indiquant les paragra- 
phes où ils ont été exposés. 

Hâtons-nous d'ajouter, toutefois, que parmi les propositions 
traitées par les auteurs, nous avons conservé seulement celles 
qui étaient indispensables, pour nous conduire au but que 
nous avions en vue ; c'est-à-dire pour arriver à résoudre les 
questions qui intéressent plus particulièrement l'ingénieur, 
l'architecte, etc. Nous avons été beaucoup aidé dans ce 
choix, nous nous plaisons à le reconnaître, par le traité de 



II PRÉFACE 

M. H. Sonnet : Premiers éléments du calcul infinitésimal, que 
nous avons consulté avec plusieurs autres. 

Enfin, de nombreuses applications, parmi lesquelles se 
placent, — longuement développées, — les aires, les volumes, 
les centres de gravité, les moments d'inertie, complètent ce 
travail, et lui donnent un caractère pratique que nous avons 
tenu à lui conserver. 
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I. — NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

1. — Variable. — Fonction. — Ctonatante. — Lorsque dans une 
relation deux quantités a; et y sont liées entre elles^ de manière 
qu'en attribuant à Tune une certaine valeur déterminée, Tautre 
prend de son c6té une valeur également déterminée, ces quantités 
sont appelées variables et sont dites fonctions Tune de Vautre. Par 
opposition, on appelle constante ]sLqnani\ié dont la valeur ne change 
pas, durant le cours de la même question. 

Ainsi dans la relation 

a:» + y» = r', (1) 

par exemple, qui exprime Téquation d'une circonférence dont les 
axes sont rectangulaires et passent par le centre, r est une constante, 
y est fonction de or ; de même x est fonction de y, et ces deux der- 
nières quantités sont appelées variables. 

8. ~ Fonctions : explicite, implicite. — L'équation (1) ci- 
dessus, résolue par rapport à Tune des variables, donnerait 

y == ± slr^—x\ (2) 
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et sous cetle forme on dit que y est une fonction explicite de x ; 
on récrit d'une manière générale 

que Ton énonce y égale fonction de x. La fonction est implicite si 
l'équation n'est pas résolue ; telle est la relation (1), ou plus géné- 
ralement les fonctions 

/(ar, y) = <p (ar, y), F (ar, y) = 0, 

dans lesquelles chaque variable est aussi appelée fonction implicite 
de l'autre. Toute fonction implicite peut donc être ramenée à une 
fonction explicite, par la résolution de l'équation. 

3. — Variable Indépendante. — La variable à laquelle on 
attribue des valeurs particulières, pour déterminer là valeur corres- 
pondante de la fonction considérée, prend le nom de variable 
indépendante. Dans l'exemple qui précède on peut, sans troubler 
la relation (8.2) et en prenant a: comme variable indépendante, 
donner à cette quantité toutes les valeurs comprises entre — r et 
-|- r en passant par zéro ; pour ces trois valeurs particulières 
— r, 0, + r de la variable, les valeurs correspondantes de la fonc- 
tion y seraient respectivement 0, ± r, 0. 

4. — Fonotlon de plusieurs variables. -— La fonction que 
Ton a à considérer, peut comporter trois ou un plus grand nombre 
de variables, comme 

/ (ar, y, z) = 0. 

Pour fixer les idées prenons, par exemple, celle qui exprime le 
volume d'une pyramide, dont S est la surface de la base et H la 
hauteur. On sait que ce volume est 

V = ^SH. (1) 

Or, si la base est un triangle dans lequel A est le côté qui répond 
à la hauteur A, on a 

1 i 

(2) S = «AA, d'où V = -AAH. 

À o 
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Ce qui montre que ce volume est fonction des trois variables 

l 

Â, A et H ; - est une constante, 

6 

5. — fonction de fonction. — I^onotlons : prlnolpale, 
suboi^donnée. — On appelle fonction de fonction, toute fonction 
qui n'est pas directement exprimée à Vaide de la variable indépen- 
dante. Si Ton a 

y = f[v) et v=f[x)y 

X étant la variable indépendante, y sera une fonction de fonction ; 
elle est dite fonction principale, tandis que v est la fonction 
subordonnée. Ces relations peuvent s'indiquer par la notation 

y = F/(z). 

n peut arriver que la fonction principale soit liée à la variable 
indépendante, par plusieurs fonctions intermédiaires. 

L'expression (4.1) est une fonction de fonction, par rapport à la 
variable indépendante A de la relation (•4.2); celle-ci est la fonction 
subordonnée, la première est la fonction principale. 

6. — 9V>notion oomposée. — VonotionB : algébrignes^ trans- 
oendantes. — Etant donnée une fonction 

si les variables v, z sont elles-mêmes fonctions d'une même variable 
X, on dit que cette expression est une fonction composée de x. 

On distingue encore les fonctions algébriques et les fonctions 
transcendantes. Ces demiëres peuvent être exponentielles ^ logarith- 
miques ou circulaires. 

'/• ^ 9*onotion8 : exponentielle» logarithmique. — Toute ex- 
pression de la forme 

dans laquelle a est une quantité constante affectée d'un exposant 
variable, est appelée fonctimi exponentielle. 
La fonction est dite logarithmique quand on a 

y = log X. 
8. — l'onotione circulaires : direote^ inveree* — Les fonc- 
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lions circulaires sont celles qui renferment les rapports, ou ex- 
pressions trigonométriques des angles ou des arcs. Elles sont 
dénommées simplement fonctions circulaires^ lorsqu'elles sont 
composées des simples rapports trigonométriques. Ces fonctions 
sont : 

î/ = sin or, y = cos a:, y = tang x, y = cot x. 

On les appelle fonctions circulaires inverses^ quand ces rapports 
trigonométriques s'allient avec les arcs qu'elles déterminent. Elles 
peuvent être représentées comme suit : 

y=arc (sinx), y==arc(cos x)^ y= arc (tang a?), y =arc (cotar). 

La première indique que y est Tare dont le sinus est x ; elle peut 
s'écrire inversement 

X = sin y, 

sachant que y est exprimé en degrés. 

Remarque. — Les deux autres lignes trigonométriques, sécante 
et cosécante. interviennent rarement dans les calculs d'analvse. 

9. — Ziimite. — Infiniment petits. — La limite d'une quantité 
variable est une quantité fixe telle, que la différence entre ces 
deux quantités puisse devenir et rester moindre que toute quofi- 
tité donnée. On démontre que lorsque deux quantités sont constam- 
ment égales j elles ont des limites égales ou même limite ; ce qui 
parait évident puisque ces limites s'appliquent, en quelque sorte, à 
une même quantité. 

La considération des limites et les principes qui en découlent, 
ont conduit les géomètres à la méthode des limites, qui consiste à 
considérer les quantités dont on veut découvrir la relation, comme 
limites de quantités plus simples ; on cherche et l'on trouve plus 
facilement la relation de ces dernières, dans laquelle on substitue 
à toutes les variables, leurs limites respectives. C'est ainsi que dans 
la recherche du rapport i: entre la circonférence et le diamètre, on 
inscrit et Ton circonscrit à la circonférence, des polygones d'un 
nombre de côtés de plus en plus grand ; puis, on considère la cir- 
conférence comme la limite vers laquelle tendent les périmètres 
des deux polygones, lorsque le nombre des côtés augmente de plus 
en plus, et qu'ils deviennent par conséquent de plus en plus petits. 
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Ces côtés tendant vers zéro, on les appelle des infiniment petits^ 
quand on les considère dans un état infiniment voisin de leur 
limite. La circonférence est la limite de cette somme d'infiniment 
petits. 

10. — I>iver8 ordres d'infiniment petits. — Lorsqu'une 
question comporte plusieurs infiniment pdtits, qui peuvent être 
considérés comme fonctions de Tun d'entre eux^ ce dernier est 
appelé infiniment petit principal. 

On appelle infiniment petit du premier ordre, celui p dont le 
rapport à Finfinimént petit principal a, donne une limite finie k, 

de telle manière que l'on ait - = fe. On voit qu'il peut être repré- 

sente par p = A a. Un infiniment petit est du second ordre, quand 
son rapport à Tinfiniment {)etit principal, est un infiniment petit du 

premier ordre, et que l'on a - = A: a, ce qui donne p = /;a'. En 

• oc 

général, on appelle infiniment petit de tordre n, celui dont le rap- 
port à l'infiniment petit principal est un infiniment polit de l'ordre 

(n — 1), et pour lequel on a - = A: a*"S d'où p = fcx*. 

(X 

11. — Principes sur les infiniment petits. — La somme 
d'un nombre déterminé d'infiniment petits du même ordre, donne 
elle-même un infiniment petit du même ordre. Soient donnés les 

infiniment petits A a*, A, a*, Â^a* A;„a*, leur somme sera 

(A -f- &, + K + *«) «*' ^^^^ représentant par K la somme entre 

parenthèses du nombre déterminé de quantités finies, on obtiendra 
Ka^ un infiniment petit de l'ordre n. 

— La di/ftirence {k — k^) a* de deux infiniment petits Aa* et A, a», 
est aussi un infiniment petit du mémo ordre. 

— E7i multipliant un infiniment petit A a* par un nombre fini A, 
on obtient encore Aft a", produit d'un facteur fini A k par a*^, et par 
suite, un infiniment petit du même ordre. 

k 

— Le rapport — de deux infiniment petits k a* et /e, a* du mê- 

me ordre, donne généralement un nombre fini; mais dans quelques 
cas particuliers, il peut prendre les valeurs zéro ou l'infini. 
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— On peut \toujoun négliger un infiniment petit ot, à cAté d'une 
quantité finie a ; car si l'on avait tf + «> <^ infiniment petit 
tendant vers zéro, il ne resterait à la limite que la quantité finie a. 
De même, un infiniment petit hi ol^ peut aussi être négligé^ à côté 
d'un infiniment petit d'un ordre inférieur Àk^'^S puisque dans 
cette somme â*"^ [k-^-k^ a), le terme k^ a, un infiniment petit, est 
tout à bit négligeable !i côté de la quantité finie k. 

18. — Variation des fonctions. — 9V>notions : croissante, 
décroissante. — Étant donnée une fonction 

y = /(*), (1) 

de deux variables x et t/, si l'on donne à la variable indépendante Xy 
un accroissement A x {delta ou différence x), il faut pour que l'éga- 
lité subsiste encore, que y prenne un accroissement correspondant 
A y, positif ou négatif; la fonction sera, dès lors, croissante ou 

décroissante selon le cas, et Ton aura 

y+ Ay==/(a:+ Ax); 

ce qui donne, en retranchant la première égalité de la dernière, 

\y=f{x + tix)-f{x). (2) 

13. — IMflÔrences. — Différentielles. — l'onction continue. — 
Les accroissements ci-dessus, A 0? et A. y sont appelés différences\ 
mais si l'on prend A a: assez petit pour que A y soit moindre que 
toute quantité donnée, sans cependant être égal à zéro, les différences 
seront appelées différentielles ; elles seront représentées à la place de 
A, par la nouvelle caractéristique dy de telle sorte que Hx devenant 
infiniment petit, deviendra dx, et la relation (2) qui précède 

s^écrira : 

dy = f{x + dx) — f{x). {\) 

Dans ce cas, la fonction (i8.4) est dite continue. Nous aurons 
à considérer dans tout ce qui va suivre, ces sortes de fonctions. 

On voit par la relation (1;^ que la différentielle ày de la fonction 
y, est r accroissement qu'a éprouvé cette fonction (11^ A) après (woir 
ajouté àxsa différentielle d x. 

14. — IV>nction dérivée. — Si l'on divise par A x les deux 
membres de l'équation (18.2), on obtient 
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Ay f(^ + ^x) — f{x) _ 



(1) 



en faisant tendre dans cette expression A x vers zéro, A y tendra 
de même vers zéro, et Ton aura à la limite 

Aar Ax 

Ay 
mais le rapport-— conservera, comme on le verra plus loin (ie-l7), 

^x 

une limite déterminée. Cette limite, qui est encore une fonction de 
Xy est appelée /oncrion dérivée ou simplement dérivée, parce qu'elle 
découle ou dérive de / (x) ; on la représente par l'une des notations 

% ri-) ou r/. 



U. ~ PRINCIPES DE DffFÉRENTIATION. 

15. — La relation (l'A. 2) montre que la dérivée dune fonction 
est la limite vers laquelle tend le rapport, entre V accroissement de 
la fonction considérée, et F accroissement de la variable ; elle indi* 
que que pour obtenir cette dérivée il faut, après avoir changé x en 
X -f- A X dans la fonction f (x) , retrancher f (x) de la fonction 
obtenue f (x + A x), puis diviser ce reste par A x, c/ chercher la limite 
vers laquelle tend le quotient, A x tendant vers zéro. 

U faut observer que la forme de l'expression (14.2), admettra 
généralement, en dehors du rapport déterminé formant la dérivée, 
un terme contenant comme facteur l'accroissement de x^ quantité 
très petite. Si on le représente par t, on aura d'une manière 
générale, 

f*=rw + .; (•) 

or, s'il s'^it de différentielles pour lesquelles les accroissements 
sont infiniment petits, le terme e pourra être négligé (il) à côté 
de la quantité finie f (x), et l'on aura : 
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dérivée 



f^/-w=v. 



(2) 



d'où, 

différentielle dy = f (x) dx. (3) 

— Si Ton avait à prendre la dérivée de x par rapport à y, en 
considérant celle-ci comme variable indépendante, on obtiendrait 

dx , 1 

— On voit par les relations (2) et (3), que la dérivée d^une fonction 
est égale au rapport de sa différentielle à la différentielle de la 
variable ; et d'autre part, que la différentielle d'wie fonction est 
égale au produit de m dérivée^ par la différentielle de la variable. 

Remarque. — Lorsque la dérivée est représentée par—, on la 

dx 

désigne souvent sous le nom de coëfficierU différentiel. 

16.-- Interprétation géoxnôtrique des dérivées. — On sait 
que toute fonction de deux variables peut être représentée gra- 
phiquement, en la rapportant à un système de coordonnées qui 
donnent, pour chaque point de la ligne obtenue, les valeurs simul- 
tanées des variables ; ces points ayant été déterminés en attribuant 
à la variable x différentes valeurs, que Ton porte en abscisses, et en 
déduisant de la fonction les valeurs correspondantes de y, que Ton 
porte en ordonnées. 

Cela posé, soit l'équation du pre- 
mier degré 

Îf = «ar-f6, (1) 

qui représente une droite. ( Voir ana- 
It/t.) 

Considérons un point quelconque 
M pour lequel on a ar = P et 
t/ = P M. Donnons à la variable in- 
dépendante Xj un accroissement très 
petit P P' = a, la fonction y ou M P 
deviendra 

y^ = a(x + a)4-i; (2) 
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en retranchant la première égalité (1) de la dernière (2), on obtien- 
dra (l3.1)raccroissement ou lac/i^<)ir«n/t>//6 de la fonction ; c'est- 
à-dire, 

NM' = yi — y = a (a: + a) -f ô — (ao? + 6) = aa. (3) 
Ia dérivée se déduira de la diiférenticlle (3), et sera (16) 

ax oc 

Ou voit qu'elle est égale au coefficient angulairt^ et par consé- 

dy 
quent — est un rapport bien déterminé, indépendant de l'accrois- 

sèment des variables. L'équation (3) montre aussi, que la différen- 
tielle NM' sevBL positive comme dans la (Fig. 1), ou négativel^g. 2), 
selon que le coefficient angulaire a sera lui-même positif ou néga- 
tif. A la première correspond une fonction croissante jk la deuxième, 
une fonction décroissante. U sera démontré plus loin (69), que 
cette propriété existe pour toutes les fonctions. 

17. — Considérons en second lieu une fonction 

« 

représentée géométriquement par la courbe A B (Fig. 3). 

Si l'on prend sur cette courbe 
deux points M et M^ très rappro- 
chés, ayant pour coordonnées x^y 
elœ^y y^, — ce qui revient à donner 
& la variable indépendante x^ un 
accroissement P P' entraînant un' 
accroissement NM' de la fonc- 
tion y — , on obtiendra le rapport '^' 

NM' y y 

— ^, = ?^ — ^; et si l'on mène la sécante MM', on remarquera 

P P x^^x 

que ce rapport est égal à la tangente trigonomélrique de l'angle a, 
qu'elle forme avec l'axe des a?. Nous voyons en passant, que l'ac- 
croissement N M' est ici positif, et que la fonction est croissante 
dans rintervalle considéré. 
On sait, d'ailleurs, qu'une tangente en un point d'une courbe. 
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est la limite des positions successives que prend une sécante pas- 
sant par ce points et par un autre point très rapproché situé aussi 
sur la courbe, lorsqu*on la fait tourner de manière à ce que ce 
dernier point se rapproche indéfiniment du premier. Supposons 
donc que le point M' se rapproche du point M, jusqu'à ce qu'ils 
deviennent infiniment voisins ; la sécante deviendra une tangente 

à la courbe, et le rapport ^ ^ deviendra — , c'est-à-dire, la 

X ^ —"" X (t X 

dérivée de la fonction ; il ne cessera pas, toutefois, d'être égal à la 
tangente trigonométrique de l'angle formé avec Taxe des x. 

D'où il résuite que la limite du rapport des accroissements simul*- 
tanés d'une fonction et de sa variable, ou autrement dit, la dérivée 
de cette fonction, est encore égale au coefficient d inclinaison de la 
tangente à la courbe. 

— Cette manière d'envisager la tangente, si féconde en résultats, a 
conduit les géomètres à étudier les variations infiniment petites des 
fonctions, ou à chercher leurs dérivées et partant leurs différentiel- 
les. La recherche des différentielles et les calculs qu'il faut faire 
pour les obtenir^ constituent robjet principal du calcul différentiels 

1. — DÊRIVfiES ET DIFFfiRENTIELLfiS DES FONCTIONS FONDAMENTALES. 

— La règle établie (15), sert à trouver directement les dérivées des 
trois fonctions fondamentales 

a:"*, log X et sin x, 
18. — I>ériTrée et différentielle de la fonction 

y = X^. 

Pour trouver cette dérivée, il y a lieu de distinguer plusieurs 
cas : 

l"" — L'exposant m peut être entier et positif. En changeant œ en 
a: -f- A a: , ce qui entraine le changement de y en y -}- Hy^ il 
viendra 

y + ^y = {x + Aa:)«; 

développant le deuxième membre suivant les règles du binôme de 
Newton, on aura 
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m (m — 1) ^ 
y-|-Ay = a:* + m a?*~' Ao: -| —— — r x^-* A or 

m(m-l)(m-2)^3 

^ 1.2.3 ^ 



Retranchant la première égalité de la dernière, et divisant les 
deux membres par A a:, on obtiendra 

A y m (m — 1) m {m — l)(m — 2) 

— =m a:»*"* A jc*— ' A x + ■ flg*'~^Aar* 

Ax 1.2 1.2.3 



+ 



expression dont tous les termes du second membre, sauf le pre- 
mier, contiennent le facteur A x affecté de puissances croissan- 
tes, et peuvent être négligés (il), leur somme tendant vers 
zéro, si l'on suppose que A x devient un infiniment petit ; d<( 

Ay 
plus, le rapport — - deviendra dans ce cas égal à la dérivée, et l'on 

A X 

aura 

d'où, dy = maf^^dx. 

Ce qui indique que pour obtenir la dérivée dune fonction y =x^j 
il faut multiplier la variable x par F exposant m, et diminuer cet 
exposant d'une unité ; pour différentier la fonction ou pour passer 
à la différentielle j il suffit de multiplier la dérivée par dx, différen- 
tielle de la variable. 

Exemples. 

dy 
Pour y = ar*, on a --^ = y' = 4 a:' et dy=^kx^dx. 

dx 



y= x\ y' = 7a;' dy = 7a:' dx. 

y = ar, y'=ra:»=l dy=:dx. 



2* — Cas où r exposant de x est fractionnaire. Si l'exposant de x 
est fractionnaire et que l'on ait la fonction 



m 

y~xn, 



m ein étant deux nombres entiers, en élevant les deux membres 
à la puissance n, on aura 
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Ces deux fonctions de variables étant constamment égales^ leurs 
accroissements infiniment petits simultanés, ou leurs difTércntielIcs 
seront aussi égales (9), et il viendra 



d'où, 



et comme on a 



n 2/*-* dy = m ar»-* d x, 

dy ma?***""* 
dx n y*"~* ' 



a:*-* = — et y*""* = — , 

X ^ y' 



il en résulte 



or, puisque 



et 



dy m af^y 
dx n xy* ' 



— = 1 et que y=zxi , 

dy m ;_! 
dx n ' 



ay = — am a a;. 
n 

Ce qui conduit à la même règle que ci-dessus (IS.I»). 
— Cette règle est encore applicable aux radicaux. Soit en parti 
culier le radical du second degré 

y = yjx\ 
comme y^x = xl, la question revient à chercher la dérivée de 



y = xî 



qui est, d'après ce qui précède, 



dy 1 1-1 1 

^=-x« = 



dx 2 2^i' 

d'où il vient 
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dx 

Ce résultat montre que la différentielle dun radical du second 
degré ^ est égale à la différentielle de la quantité placée sous le radi- 
cal, divisée par deux fois ce radical. 

s 5 1 5 i 

Exemples. — Pour y = x\ on a y' = -a;" et dy = - x" dx. 

4 4 



mais a » = -7,=3-; donc y ==^3— et dy^-jr^. 

xi Vx ^ ylx ^ yjx 

3" — Cas où t exposant est négatif. L'exposant de x peut être en 
troisième lieu négatif, et Ton peut avoir 

y = ar-«». 
On en déduit 

En appliquant à cette fonction le principe établi (15), il viendra 
successivement 

retranchant la fonction (2) de (1), 

i 1 



y y + ^y 

ou 

Ay 



== a;"* — («î? + A x)^ , 



-. = _[(jr + Aa:)« — x«], 

et en divisant par A a?, 

A y 1 [(a; 4- A a;)** — x*] 

Aar y' + yAy ~ Ax 

En faisant tendre A x vers zéro, les différences tendront vers 
les différentielles (13), la quantité yAy deviendra négligeable 
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à côté de y* (iCS), et le second membre deviendra égal à moins la 
dérivée de x"* (IS.I"), de sorte que Ton aura 

i 
comme la relation (1) fournit y" = —, on aura en remplaçant y' 

par cette valeur^ que Ton fera passer dans le second membre , 

dy 



ax ar** 

et par suite, 

rf y = — wm::-*-* d x. 

Ce qui indique que la règle exposée pour le premier cas s'appli- 
que aux deux autres. On voit aussi que pour m négatif , la dérivée 
y' y et par suite la différentielle dy sont négatives \ ce qui devait 
être (le). 

Exemples. 

2 2 

Pour 1/ = xr^, on a i/' = — 2a:-^ = : et rfy = xdx. 

•F ty XX 

-î , 3 ^î 3 1^ 3 rfr 

__y=x«, y=-g^ 3=---^_rfy-=-g-r 

5 5 • 

1 dx 
y = xr\ y' = — ar-2 = dy = j. 

le. — I>érivé6 «t dUrèrentielle d« la fonction 

y = logX. (1) 

En faisant croître d'après la règle (15), a; de A â:, y croîtra de A y, 
et l'on aura 

y +Ay = log(a: + Aa?); 

retranchant la première égalité de la seconde, il viendra 

Ay = log(a: + Aa:) — loga;=logiX--f = log(lH V 

X \ X / 

et en divisant par A Xj 
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.., (. + ^^) 



Ay_ ^\ ' a? / (2) 

Au lieu de faire tendre immédiatement A x vers zéro, il convient, 
pour éviter la forme - de Findéterminatiafij de poser 

X 

Hx ==— , 
m 

et de faire croître m indéfiniment, après avoir fait dans le second 
membre de l'expression (2), la substitution indiquée par cette der- 
nière égalité ; on trouve ainsi 

Ax « x \ m/ flc • 

m 
et à la limite, m tendant vers Tinfini, 

4, , "»(' + iï 

-i = hm • 

dx x 

Or, on sait (Séries 7-8) que la limite de ( 1 -| — ) est représentée 

par e, et qu'elle est égale à 2,718281828 , base des logarithmes 

népériens ; il viendra donc 

dy logg 0,43429448... 

dx X X 

et 

X 

lorsque le logarithme est pris dans un système quelconque ; mais 
pour les logarithmes fiépériefUj comme log '^ = 1 , on aurait 

dx 

■■■** ê 

X 
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dx 
A cause de cela, Texpression — porte le nom de différentielle 

X 

logarithmique de x. 

80. — I>ériTée et différentiella de la fonction 

y = sin X. (1) 

En suivant encore la règle connue (16), on obtient 

y + Ay = flin(a:+Aa:); 
retranchant ces deux expressions, il vient 

A y CK sin (a? -f A :7) — sin x ; 

divisant par A Xj 

A y sin (a? + A a?) — sin x 



àx Hx 



(2) 



On doit faire ici la même remarque qu'au paragraphe précédent 

(19), et pour éviter la forme *, on transforme la différence des 

deux sinus, qui constitue le numérateur du second membre, en un 
produit^ d'après la formule trigonomélrique connue 

1 1 

sinp— siny = 2 sm- 0»— y) cos - (;> + y), 

ce qui donne : 

4 4 

sin (a? + A 0?) — sîna?= 2 sin - (a? + Aa? — x) cos - (x + Aa: +ap) ; 

^ 2 

simplifiant et remplaçant dans la relation (2)^ on a 



4 / i \ 

2sin - Aarcos (iP + -Aa?) 



ou 



Ay^ 

Ax Ax 



sm-Aa: 

^ cos ( a? + 



2 



(x-\--^xy 
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En faisant tendre dans cette expression A a? vers zéro, le premier 

sin - A X 
2 
facteur — , représentant le rapport entre le sinus et son arc, 

- Ax 
2 

deviendra égal à l'unité, et le second facteur tendra vers ces x ; on 

aura donc à la limite 

dy 

—- = C08 a?, 

dx 

et 

dy =cos xdx. 



m. — DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 

1. - D£RI¥££8 ET DIFFÊRENTIBUEft DIS FONCTIONS EXPUCITES. 

Après avoir trouvé les dérivées et les différentielles des trois 
foaelioiift fondaniAntalei^ il deviendra facile de différentier les fonc- 
tions explicites ; nous allons démontrer, au préalable, la proposi-* 
tion suivante. 

81. — Ija dérlT-ée et la différentielle d'une constante sont 
milles. — Les deux fonctions 

y = /(a?) et y = f{x) + G, 

ne différant que par une constante G, il suffit d'établir que leurs 
dérivées sont égales. 
La première donne 

y + ^y = f[x + ùix)\ 
la seconde. 

En établissant les différences respectives conformément à la règle 
connue (16), la constante G prise avec des signes contraires dans la 
seconde, disparaîtra nécessairement, et Ton aura pour les deux 
fondions, la même différence 
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gui donne 

Ay /(a?+Ax) — /(a?) 
Ax Ao: 

à la limite, la dérivée commune sera 

ao; 

et la différeyitielle commune, 

dy = f'(x) dx. 

Remarque. — La dérivée de la variable indépendante est toujours 
égale à t unité ^ car cette dérivée est 

dx 
dx 

Les dérivées ultérieures sont nulles. 

dd. — Xja dériT-ée et la différentielle de la somme ou de la 
différence de deux fonotions^ sont reepootl-vement égales 4 
la somme ou à la différence des dérivées , et des difléren* 
tielles de ces fonctions. — Etant donnée la fonction 

y = u±f), (1) 

dans laquelle z/ et t? représentent deux fonctions de x, par exemple 

w = a:»* et v = log" X , 

dont les différentielles sont (18-19) 

log e , 
du = mx^'-^ dx et dv =—^— dx; (2) 

X 

si Ton change x en x -\- àx, u se changera en u -\- au, v, en 
t; + A t; et y deviendra y + A y ; de sorte que la fonction (1) se 
transformera elle-même en 

y + Ay = («^ + A î/) dt (t; + A tJ). (3) 

En retranchant la fonction (1) de cette dernière (3), on trouve 
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Ay= A ti ± Ar, 

et à la limite, 

dy = du ± dv. 

On aura pour Texemple choisi (18-19), 
différentielle 

dy = ma:**-* dx ± — ^ dx^ 

X 

et dérivée 

dx X 

— Il serait facile d'étendre ce principe à la somme algébrique d'un 
nombre quelconque de fonctions. 

83. — Xja dérivée du produit de plusieurs fonctions, est 
égale À la somme des produits obtenus en multipliant la 
dérivée de cliaque fonction, par le produit de toutes les 
autres. 

1® — Considérom d abord un produit composé de deux variables 

y = uv, (1) 

et tel, que ces variables t^ et t? soient des fonctions de x ; suppo- 
sons 

u=»mx et v = x!^. 

Faisons croître x de A a: ; les variables u, v ei y prendront les 
accroissements correspondants Au, Av et A y, de sorte que la rela- 
tion donnée (1) deviendra 

y + Ay=(wH-Aw) (v-|-Av)=Mt;+î;Ai< + wAv + AwAv, (2) 

et, en retranchant membre à membre (1) do (2), 

Ay = vAtt H- w At? H-AwAt? , 

ou, en divisant par Aâr, 

Hy Lu At; Ati 
Ao: Aa: A^ Ax ' 

et à la limite, 
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dy du dv du 

dx dx dx dx ' 

Mais le dernier terme, contenant un infiniment petit dv comme 
facteur, est négligeable (il) ; on aura donc, u' et v' désignant les 
dérivées respectives de u et de v^ par rapport à x, 

dy 
dérivée — = i/' = rw' + uv' , 

dx 

et différeyitielle dy = vu'dx + uvdx. 

Ce qui démontre le principe énoncé, pour le produit de deux 
fonctions. 

Exemple. — L'application de cette règle aux fonctions propo- 
sées donnerait (l8-dO) : 

dy 

-^ = ic** cos a? + sin x, maf^^j 
dx 

et 

dy :=^a^ cos w dx + sin x. mofl^^ dx. 

2" — Si Fon a un produit de plus de deux variables 

y = rsv, (1) 

et que chaque variable soit une fonction de x, 

r = xf^^ 5=loga?, t; = sinaî, (2) 

en faisant rs = u, la fonction (1) reviendra à la fonction des deux 
variables que nous venons d'examiner, et pour laquelle nous avons 
obtenu (l^'.S), en négb'geant le dernier terme infiniment petit, 

dy du dv 
ax dx ax 

Si donc on remplace dans celle-ci u par rs et du par son égal 

d {rs) = sdr + rds , 



on aura 



dy t? , , _^ dv 

— = 7" {sdr + rds) + rs—, 
dx dx dx 



ou 
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dy df ds dv 



dx dx dx dx^ 

et r\ s\ v' étant les dérivées respectives de r, $j v par rapport à x, 
il viendra (18-19-80), 

dérivée -~=y' = «;f' -f-rt?s' + r5t;', (3) 

dX 

et différentielle dy == svr^dx + rvs'dx H- f «v'cte ; 

ce qu'il fallait démontrer. 

— D serait facile, par une marche analogue, d'étendre ce principe 
à un nombre quelconque de fonctions. 

Exemple. — On aurait ainsi pour les trois fonctions ci-dessus (2) 
de X, donnant 

^=^logâ;sinâ? : 

^3/ / 1 . 4 . log« , 

— = y'=]ogjîsm aj.ma;**~*+a!f sm a: — ^-H-a?"*Iog x cosx, 

uX X 

et 

dy = logx sinx. mx^-^dx -^ af^ Bin X "^ dx -^ x^log X eoB X dx. 

X 

Remarque. — Quand Pun deg fœteurs est constant, il entre 
comme coefficient dans la dérivée et dans la différentielle ; car, si 
dans la relation (1) on remplace Tune des variables r par une cons- 
tante a, de manière que Ton ait 

y=asv, 

le premier terme du second membre de la relation (3) deviendra égal 

à zéro, puisque la dérivée d'une constante est nulle (81) ; on aura 

par conséquent, 

dy 

-j^ = y' = avs' + asv' = a(vs' + «>'), 

ax 

et 

dy = a{vs' + sv') dx. 

Exemple. — Pour y = %a^ sin jr , 

y ' = 8 (maf»-"* sin a: + a:"* cos x) , 
et rfy = 8 {maf^"^ sin ar + a:"* cos x) dx. 



1 
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84, -^ Xja dériTé# d'un quotient ou d'une fteotlon, est égale 
au produit du dénominateur par la dérivée du numérateur, 
moins le produit du numérateur par la dérivée du dénomi- 
nateur, le tout divieé par le oarré du dén<miinateur. — Etant 
donnée la fonction 

t? 

dans laquelle ti et t? sont des fonctions de x, qui ont pour dérivées 
u' et v\ et telles que Ton ait par exemple, 

ti = loga? et t; = sinx, 
on déduit de (1), 

u = ^\ 

et en vertu de la règle (03.1*), 



d*où, 



y =- 



V 



Remplaçant y par sa valeur (1) il viendra : 
dérivée 



u 
, dy V vti' — ttf>' (2) 



1 



dx V V 

et di/féreniielle 

du dv 

vu' — uv' , dx dx , vdu — udv (3) 

dy = -— -eto= z dx= . 

^ t?* v* t>* 

— On serait arrivé au même résultat par la considération des dif- 
férentielles logarithmiques, ou en transformant le quotient en un 
produit égal, uv^^. 

Exemple. — En appliquant cette règle à l'exemple ci-dessus, 
on a (19-90) 

loga; 

sinaî 
qui donne 
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\oge 
sinaj— ^ logx cosa; 

sm' a? 
et 

sin ap —2 log a: coso? 

rfy = TT «te • 

Reicabque. — Quand le dénominateur est constant dv est nul 
(ldl),etrona(2.3) 

■ du du 



et rfy=— ; 

si c'est au contraire le numérateur qui est constant^ du est nul et 

Ton aura 

tifift) , udv 
y'=_— - et rfy = -; 

résultats qu'il était facile de prévoir (83. Remar.). 

BB. -*- Xa dérlTétt d*iin« fbnotloii do fonotions par rapport 
À la varlabla indép«iidaata, est égale au produit des dérlTèes 
des fonctions intermédiairoa, prises par rapport aux Taria- 
blés correspondantes. — On a vu (5) qu'une fonction de fonction 
est celle qui n'est pas exprimée directement, à l'aide de la variable 
indépendante. 

V — Si Fon a 

y=f{v) et v=f{x\ 

en faisant varier x de Ax, v deviendra Av et y, Ay ; d'ailleurs on 
peut écrire Videntité 

Ay Ay Av 

Aa: Av Ax' 
qui devient en passant à là limite, 

dy dy dv 

dx dv dx* 

Ce qui montre que la dérivée de y par rapport à x, est <fya/« à ]a 
dérivée de y par rapport à t?, multipliée par la dérivée de t? par 
rapport & x. 
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— Pour obtenir la différentielle^ on sait qu'il suffit de multiplier 
par dx les deuic membres de Fégalité ; il viendra 

dy dv 
dy= -^ — dx. 
dv dx 

Exemple. — Ayant 

y=logv et t; = sina:, 
ce qui revient h 

y = log sin X , 

la dérivée de y par rapport à la variable indépei^idante x, sera 
(19-80) 

dy loge loge , 

-r-=— ^— cosa:= -7^— cos X = log e cota;, 

dx V sm 2: 

et la différentielle j 

dy = log e cot x dx . 

2** — La variable indépendante peut être liée à la fonction prin- 
cipale par un plus grand nombre de fonctions, et Ton peut avoir 

y=logti, u = sinv^ v=saf^y (i) 

égalités qui donnent lieu aux suivantes : 

u = sin ar"* et y = log sin x^ ; (2) 

ce qui revient à chercher la dérivée du logarithme du sinus de x!^. 
On peut encore poser ici Fidentité 

Ay Ay Afi At7 

Aa: Au Av Ax' 
qui devient à la limite, 

dy dy du dv 

dx du dv dx* 

C'est-à-dire que la dérivée de y par rapport à x s'obtient comme 
ci-dessus, en faisant le produit des dérivées des fonctions intermé* 
diaires. 

La différentielle de la fonction se trouve toujours, en multipliant 
la dérivée parla différentielle de la variable. 
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Exemple. — Les fonctions (1) donneraient donc (l8-l9-dO) 



dy log> 



COS V. 7W^"*~* 



dx u 
ou, en remplaçant v par x"*, u par sin sf^ (1), 

dy loge ^ log<? , 

(fa sm af tang af* 

et 

tanga:*^ 

8e. — On />^/ avoir aussi à examiner des expressions, dans les- 
quelles y Qix sont fonctions d!une même variable v^ comme 

En faisant varier v de At;, les fonctions varieront, l'une, ar, de Aa: 
et l'autre, y, de Ay. 

On peut, du reste, écrire l'identité 

Ay Ay Aa: 
Aar At? ' Av' 

qui subsiste encore à la limite, et qui devient 

dy dy dx 
dx dv' dv 

Elle indique que la dérivée de y par rapport à x est égale à la dé- 
rivée de y par rapport à v, divisée par la dérivée de x par rapport 
dv. 

Exemple. — Soient 

y=z\ogv et x=v^. 

On aura (18-19) 

dy loge loge 

dx twit;"^* mv^ 

Exprimée en fonction de a:, cette dérivée serait 
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dy l6g e 

dx mx ' 
el 

dy = — ^ dx. 
mx 

d7. — DéxdTées et dlfférentieUes des fonotioiui exponen- 
tieUes. 

1** — Soii la fofiction exponentielle 

y = a*. 

Prenant les logarithmes des deux membres, on a 

log y = x log a. 

Mais les différentielles, ou accroissements simultanés infiniment 
petits de deux fonctions constamment égales, sont encore égales 
(9). On a donc en prenant les différentielles (19-83), 

\oge , , _ 
—2— dy = log a dx ; 

rfy_logg logfl^^^ 
dx loge loge 

dy=^T-^(i^dx. 
^ loge 

On voit que pour prendre la dérivée de a«, il suffit de multiplier 
ce//e quantité par le facteur constant . 

Remarque. — Lorsque les logarithmes sont pris dans le système 

fiépérien, 

log'e = l 

et 

J^=a«log'fl. 

ttX 

Si, de plus, la constante est égale à la base e du système népé- 
rien, et que l'on ail 



d'où l'on déduit 



et 
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on trouvera 

dx loge 

Cest-à-dire que la dérivée est égale, dans ce cas, à la fonction 
elle-même. 

2* — Supposons en second lieu que l'exposant variable soii né- 
gatifs et prenons 

On peut ramener cette exponentielle à la précédente, en posant 
u=— x, ou opérer directement sur cette fonction, comme il a été 
fait ci-dessus. On obtient ainsi successivement : 

logy = — ^logrt, 

loge 



y 



dy = — log a dx , 



dy log a 

dx log e 

dy= — T^or^dx. 
loge 

Si a=e, il en résulte 
et il viendra 

dx 

88. — I>éri'vé68 et durérentielles des fonctions droulaires. 

— La dérivée de ^ = sin Xj une des trois fonctions fondamentales, 
a été trouvée (OO); elle est y'^cosa?. Cherchons actuellement 
celles des autres fonctions circulaires. 
!• — Et â! abord, soit 

y==:COsa:. (1) 

Une marche analogue à celle suivie (dO), conduirait & la dérivée 
de cette fonction ; mais on peut l'obtenir plus facilement, en remar- 
quant que 

cosx=sin(90* — x), 
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et en posant 

u = 90*— x; (2) 

la fonction proposée se trouve transformée, de cette manière, en 

y=sinu, 
laquelle donne 

dy 

-^ =z= cos u = cos (90* — a:) = sm a: . 

du 

La relation (2) fournit 

(/tt = — dx^ 

ety par suite , 

du — dx 
Donc, 

dy 

-^ = — sin j:, 

dx 

et 

rfy = — sin X dx. 

2* — Soit maintenant 

y = tangx, 

ce qui revient à 

sin a; 
y= • 

cosx 
La règle de différentiation d*on quotient (84) donne, 
dy cos X cos x — (sin ar X — sin x) cos'a: + sîn'a: 

»•■— 55S ^■■■^■^••'•^^■'■^''■^•»~*^"^» ^*^W*^«^P^»^BP»»<WW**» ^;3|«W-a*«W«WP«*W<«m^^ • 

flfx cos 'a: cos 'a; 

or, on Mit qne 

sin'a: + co»*a: w» 1 , (1) 

par conséquent, 

dy_ l 

dx cos'x ' 

et 

dx 

dy= ;-. 

cos'x 
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3** — Soit enfin, 

y = cot X. 

On a ici 

COBX 

ce qui donne (84) 

dy 8ina:X( — sino?) — cosxcosx — sin'a: — cos'o: 
dx sin'x sin'â? 

et, en vertu de la relation trigonométrique connue (1), 

dy^ 1_ 

dx sin ^x ' 
et 

sin 'x 

— Les dérivées des sécantes et des cosécantes se trouveraient 
aisément, par l'emploi de procédés analogues ; elles sont : 
pour 



y — sec a:, 


smx 


^ cos'x' 


et pour 

y = cosec x 


, Gosar 

y — . , • 


89. — I>érivée8 et différentiellas des fonctions circiilalres 


inverses. 




1® — Soit la fonction 


« 




y = arc (sin x) . 


Elle peut s'écrire (8) 






x=siny, 


et donne (80) 




d'où, 


dx 
_=cosy; 




dy_ i 



dx cos y 
Mais la relation trigon. (88.2^.1) conduit à 



30 CALCUL DIFFERENTIEL 

cos a = ^1 — sin "a ; 



donc, 



et 



dy 1 h__ 

dx ^i — sin 'y ^1 — X* 



_ dx 

dtj = 



2* — Si ton a 



ce qui revient à 
il viendra (88), 



v/r=^' 



y == arc (cos x) , 



X = cos y , 



rfx 



OU 

rfy__ J. _ 

dx sin y v/l — cos*y Vl^a:*' 

et par suite 

dx 
dy = == . 

3« — Soit encore 

y = arc (lang x) , 
ou 

a: = tangy, 

qui fournit (88.2'') 

dx 1 

dy cos 'y 
Or, la trigonométrie donne 

1 
cos 'y = 



donc, 



et 



l + tang*y, 

dy_ i i 

dx l + tang"y l-H^*' 

dx 
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4* — Soit en dernier lieu la fonction circulaire inverse 

y = arc (col x) , 
a:==coty. 

dx 1 



qui n'est autre que 
Elle donne (88.3') 



:«i .. » 



et comme {Trigon) 



dy sin' y 

sm 'y = — - . 

•^ l + cot*y' 



il viendra 

dy 1 1 



dx 1 + col* y 1 -|- a;' ' 

et 

dx 



.1 



30. — Ija dlffèrentlalle d'une fonction de plosièttre varia- 
bles, est égale à la sonune des différentielles iMtrtielles, pri- 
ses par rapport aux variables indépendantes. — Supposons 
que l'on ait la fonction 

^=f(^,y), (1) 

dans laquelle les variables x et y sont indépendantes. En faisant 
varier x de sa différentielle dx^ y étant supposé constant j la fonc- 
tion u éprouvera une variation correspondante, qai est appelée dif- 
férentielle partielle de cette fonction prise par rapport à x, et qui 
esi égale au produit de la dérivée partielle de la fonction prise par 
rapport à Xj par dx. 

Cette dérivée se représente par Tune ou l'autre des notations 

df 
f'g {x,y) ou — y qu*il faut bien se garder de prendre pour un quotient. 

Il s'ensuit que l'accroissement infiniment petit qu'a pris la fonction, 
en faisant croître x de sa différentielle dx, pourra s'écrire 

df 
f'%{^,y)dxj on j-dx. 

Pareillement, x étant supposé constant y si y croit de sa différen- 
tielle dy^ la fonction croîtra d'une quantité infiniment petite » 

3 
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appelée diffireniielle partielle de la fonction prise par rapport à y, 
et qui sera 

f'yi^^î/ydy, ou ^rfy. 

Lorsque les accroissements iafiaimenl petits dx et di/ auront lieu 
en même temps, la fonction ts croîtra d*une quantité du^ infiniment 
petite, appelée différentielle totale de cette fonction^ et qui sera 

du = f{x+ dx,y-+- dy) — f {x, y) \ (2) 

ajoutant et retranchant à la fois au second membre, la quantité 

f\x,y + dy), 
on aura 

du = f(x + dx,y-\-dy) — f{x,y-{'dy) + f{x,y-\'dy) — f(x,y). 

Or, on remarque que 

f{x+dx,y-\rdy)—/{x,y+dy) 

est, précisément, la différentielle partielle prise par rapport à .r, de 
la fonction / (^, y + rfy), ou de la fonction f{x,y); le terme rfy, 
un infiniment petit, élant négligeable à côlé de y. Ces deux pre- 
miers termes du second membre peuvent donc s'écrire 

df 
r» (^y y) dXy ou T* ^-^ • 

Les deux derniers termes fi^^y + dy) — f(^^y) expriment d« 
leur c6ié,\a, différentielle partielle de la fonction f{Xjy) prise par 
rapport à y, différentielle qui peut être représentée ainsi : 

df 

A(^,y)rfy, ou —dy. 

Par suite, on aura bien 

du = fx [Xj y) dx + A {^y y) ^y j 
ou 

du=^dx + ^dy^ (3) 

dx dy 

ce qui démontre le principe énoncé, pour deux variables. Il serait 
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facile par une marche analogue, de Télendrc à (rois ou à an pius 

grand nombre de variables. 

Exemple. — Soil donnée la fonction explicite do variables mcfe'- 

pendanteSj 

u=j/^ — 5 xy + 3 r'. 

La dérivée partielle de la fonction u par rapport à x, sera, en 

supposant y constant , 

w'x = — 5y + 6j:, 
et la différentielle^ 

u'xdx = (G r — 5 y] dx. 

La dérivée partielle de la même fonction par rapport à y, x étant 
supposé constant^ sera 

et la différentielle y 

u'gdy = {2y — ^x)dîj. 
De sorte que la différentielle totale de la fonction sera 

du = (6./: — 5y) c/x-f- (2y — ^x)dy . 

31. — Ija dérivée d'une fonction composée est égale à la 
somme de ses dérivées partielles par rapport aux variables, 
considérées successivement comme fonctions de la variable 

iiàdépendante. — Soit la fonction composée 

D'après la nature de cette fonction, les deux variables u et v, au 
lieu d'être considérées comme indépetidantes, sont elles-mêmes 
fonctions d'une même variable x, et Ton a 

u = ff (x) et V =:^ {x) . 

Appliquant le raisonnement du numéro qui précède, on conçoit 
que si x augmente de sa différentielle dx, les variables n, v et la 
fonction y augmenteront de leurs différentielles respectives du, dv, 
dy, et Ton obtiendra 

dy = f{U'hdu, v + dv) — /"(m, v). 

Ajoutons et retranchons à la fois au second membre la quantité 

f{u + du,v), 
il viendra 

dy=f[u-^du, u+rfw) ^f{U'^du, v)-+f{u+du, v) — f{u, v) ; 
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or, on sait que 

f{u + du, v) — f (w, v) = f'u{Uy v) du , 

différentielle partielle de la fonction par rapport au; de même 

f{u-\-dUf v-\-dv) — f{u-\-dUyV)=f\(u+du,v)dv = f\(u,v)dVj 

différentielle partielle de la fonction proposée par rapport à v ; car 

on peut négliger Tinfinimcnt petit du^ à côté de u. On aura par 

conséquent, 

dy =/'t (w, v) dv+f'u {u, v) du , 

et 

OU, v' et u' désignant les dérivées de t; et de u par rapport à x, 

^=^f\{u,v)v'+f\{u,v)u'; 
ce qui revient à 

dx dv du ^ 

et ce qui vérifie Ténoncé. En d'autres termes, pour prendre la 
dérivée d'une fonction composée cfe x, il faut faire la somme de ses 
dérivées partielles par rapport du et à y^ obtenues en regardant 
successivement uet y comme des fonctions de x. 

On démontrerait de la même manière, que ce principe s'applique 
à un nombre quelconque de variables. 

Exemple. — Soit donné 

y = 9ti' — 3sint;, 
en même temps que 

u =^ log X et t) = x'. 

On aura successivement, en vertu de ce qui précède (l8-19-dO- 

-^=l8w-^ — 3cosv.3a:', 
dx X 



et 



-7^= 18 loga: -^^ — 3 cos ar'. 3 a:", 
dx X 

dy = ii^ \of^x~ 9 j:' cos a;M rfjc . 
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S. — D&RIVS£3 ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS IMPUGITES. 

38. — Xja dérivée d'une fonction implioite de x exprimée 
pax f(Xf y) = 0, s'obtient en divisant la dérivée partielle du 
premier membre x>ar rapport à x^ j^sx la dérivée partielle 
par rapport à y et en changeant le signe du résultat. — 
Etant donnée la fonction 

r(^,y) = o, (1) 

nous avons vu (2) que y était une fonction implicite de la variable 
X. En faisant varier x de dx^ y variera de dy^ et l'on aura encore 

/(a: + rfr,y + rfy) = 0; (2) 

en retranchant la fonction (1) de (2), il viendra 

f(x + dx,y+dy)—f{x,y) = (i. 

Or, le premier membre de cette dernière expression n'est autre 
(30.2) que la différentielle totale de la fonction proposée, et Ton 
voit qu'elle est nulle. On peut donc écrire (30) 

fz{x,y)dx + f\[x,y)dy={S, 
et dérivée 

-, , ^dx ^, , , rfy 

/'.{^.y)^+/',(x,y)^=0, 

ou 

àf df , 

ce qui donne enfin 

y=.-Ù^ et rfy = _Ûi^U. (4) 

Remarques I. — Lorsque la fonction implicite se présente sous la 
forme 

on en déduit 

et l'application de la règle précédente donne 

y'=ê==F(| °" F'(y)dt,=f'{x)dx. 
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IL — Si la fonction implicite peut être transformée en une fonc- 
tion explicite y en résolvant Téqualion par rapport à y, le cas est 
ramené à la recherche de la différentielle d'une fonction, d'une ou 
de plusieurs variables. 

Exemple. — Soit Téquation 

y" -+- 5 ary — ax^ = • 
L'application de la formule trouvée (4) donne (18-8S) 

5y — 3ax* Sax* — 5y 

^ ^ 2y + 5a: "^ 2yH-5j: ' 

et par conséquent, 

, 3ax* — 5 y , 
dy= —^ dx . 

3. — DÉRIYÉES ET DIFFÉRENTIELLES DE QUELQUES FONCTIONS 

PARTIGUUtRBS. 

Les règles qui viennent d'être exposées, permettent de trouver 
les dérivées et les différentielles de toutes les fonctions explicites et 
implicites, d*uuc ou de plusieurs variables ; nous les appliquerons 
à quelques cas particuliers. 

33. — On peut avoir la fonction 

y = a^, 

dans laquelle l'exposant est \e produit de x par une constante m. 

Posant 

v=:mxj 
d'où, 

dv = m(lXf 
la fonction devient 

y = a\ 
et donne (S7) 

ay_\oga^/ 

dv log e 



ou 



soit 



dv m dx log e 
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du loir a 

cLc log e 

et 

^ log^ 
34. — Soit donnée la fonction 

Prenant les logarithmes des deux membres, 

logy = a:loga:. 
En appliquant le principe (9) et les règles (19-83), on a 

logCj i _y^%^ 

d*où Ton déduit 



^ rfy = f ;c .2£f -I- log xj eir , 



d^ _( \o%e + \o^x \ J^ . logj:\ 

dx-\ loge r-'^V'^ loger 

logo: 
et en remarquant que r-^— est le log népérien de x, ou log x, on aura 

|^ = ^(l+log'^), 

et 

rfy =a:« (1 + log' ar) di . 

35. — Xja variable peut être nmltipliée i>ar un factenr 
constant» dans les fonctions droulalres. — Soit par exemple 

y = cos ax . 
Posons 

ax = v, d'où, y = cost;. 

En appliquant la règle de différentiation des fonctions de fonc- 
tions (85), on aura (98) 

rfy =s — sîn v.a dx , 
dy=^ — a sin ax, dx . 
On arriverait au même résultat, en remplaçant dans la différen- 
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tielle connae, dy=^ — %mxdxy — de y=cosx, — la variable x 
par ax ; ce qui donnerait, en efiet, 

rfy = — Auetxd [ax) = — a sin ax. dx . 

— Si F on avait eu la fonction 

y = sinaj:, 
on aurait obtenu (0O) 

dy = a cos ax.cLc . 

— La fonction 

y=iasïgax 
aurait donné (98) 

, adx 

cos ^ax 
36. — Soit enoor» 

y = arcco8- ; 
on obtiendra de la même façon (d9.2«), 

rf- --dx _ 

. a a dx 

rfy = — 



Va* « 



V'a» — X* 



— La fonction 

X 

y=:arcsîn - 

donnerait pareillement (89), 

dx 

rfy = 



^a* — X* 
— Enfin f si F on avait la fonction 

X 

y=arctang-, 

on trouverait (89.3") 

adx 
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4 - APPUGATI01I8 DBS PRINCIPES DE DIPPËRENTUTIOll. 

3*7. — Mous ferons suivre les principes ci-dessus exposés, de 
quelques applications. 
V — Soit en premier lieu la fonction 

qui revient à 

On aura (18) 

, rfy 2 -î 2 

" dx ^ 5^^' 

et 

2dx 

2* — Soit la fonction 

y=a:""* logar. 
Elle donne (18-19-83) 

y'=x"^— ^ 4a?'"*loga:, 

, loge 41og« 1 
y=-^ ^ = -(loge-41ogx). 

et 

rfy = -ilog^&:. 
3*— Si ton a 



y = V7ar« — 2a: + 3, 
il viendra (18-81-88-83) 

14a;— 2 7a:— 1 



y= 



2^7^» — 2a:+3 >/7j:* — 2x+3 
et 

rfy = ' ^- 

V7aî"— 2x+3 
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4» — Etant donné 



x' 



y= — hSx' — 8x*+3x— 12, 

ta 

on aura(i8-»l-88-ô3) 

et 

rfy = (2a?»+45a:'— 16a: + 3)rfaî. 

50 — Ayant la foiiction 



y = ^4ar' — 8x + 4, 

on trouvera (l8-81-««-»3) 

8ar — 8 4a? — 4 _ ix — k 

^""2v^?^=^8Fn~2v^(4; — l)»"~2a; — 2~ 

et 

dy = 2dx . 

Nota, — On aurait obtenu plus facilement la différentielle, en 
remarquant que la fonction donnée devient en simplifiant, 



V^(2x — 2)*=2j: — 2. 
6° — Soit donné 

X* log X 

y= ^ • 

cosa: 

Il viendra (l8-ie-S3-S-A.ô8) 

^,logé? 



cos X f 3a:' log a;+a:' — ^ ) ~("" ^^° ^* ^* ^^S^) 



y =^— — - 1 

a:' cos a? (3 log j: + log e) +a:' sin ar log X 

y = j 

^ cos ' 3: 

a:' [log f <?5:') + x tang x log x] 

y = — — » 

cos a: 

X* [log (ex^) -+• X tan g x log a?] 
^y = —————— —^ ^ — — ax . 

cos a? 



7* — Supposons que ton ait 
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X* H- 2a: — 15 

D après (18-81-80-83-84), 

, (j:*H-3j— <0) (2j + 2) — (x' + 2x— 15) {2x-\-Z) 
^ ~ (x»-f-3x—10)« 

ar*H-10x + 26 



et 



^ x* + 6x»— Ux» — eox + ioo' 

._ 1 ^_J 

^ X» — 4x + 4 (x--2)'' 

dx 



(x-2)' 

iVo/a. — U eût été plus simple de réduire l'expression proposée, 

en remarquant que les deux termes sont divisibles par a: + S ; elle 

serait ainsi devenue 

x — 3 

y= ^' 

X — 2 

qui donne effectivement les résultats trouvés. 
8® — Soit r expression 



y 



Posons 



, ^à/lH-cosor 
a — log V 1 • 

4 /l -f- cos a: ,^. 

'1 — COS X 



il viendra 

et 



rft; 



rfl/=: 

Or, la relation (1) donne (l8-0l*AO-9'4) 

(1 — COS x) ( — sin a:) — (1 + cos ar) sin x 
dv (1 — cosj:)* 

dx 



* /iH-coso: 



42 CALCUL DIFFÉRENTIEL 

qui donne à son tour 

_ — siux dx 
dv= 



(1 — cos xf v -— i 

▼ 1 — cos X 

donc, 

, sin X dx 



H-cosx)\/i±221f . /i±£2if ' 

V 1 — cos a: V 1 — cos a; 

sin xdx smx dx 

dy = 



1 + cosar (1 — cos a:) (1 + cos ar) 
(i — cosor)" 



dy = 



^ — cos a; 
sin X dx sin x dx dx 



• » 



et 



1 — cos 'a; 1 — (1 — sin'x) sin a; 

1 



sin a; 



9* — Soit proposée la fonction 



15 a;' 



On aura (18-81-88-83-84) 



<5«'r(8a!*44x»4^)U--l~)+\/5^(32x»+8»)l-[(8j;*44ir*+»)\^**-ix7 
,' L \2vjc»— 4/ J , 



y 



y ' = 



i5j*(40a:'— 20 a:'— 5x) — (8a* — 4a;*— x* — 3)75a:* 



tvl 



(15a;') 
15x»(15ar-«)J (15 a:-», _, 



X-' 1 



f (I5a*)* ) { 15a;» ) ' 

et 

, dx 

dy= — , 

X* Va:»— 1 
10* — Soit encore 
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y == log' VI + 2x« + 2x\/Hh? , 
en posant 

on aura 
d'où, 

dv 
dy = — \ 

V 

or, (ia-19-81-88-93) 

— — 2x 
4j: + 2v'1H-x'H =z=:2x 

rfv_ 2\/l+a:* 

2V/n-2x*+2a:Vm^ 



et 






{H-2j?* + 2j:\/H-^*i 
rft) 1 = 1 

dx 
dxj = 



y = 



1 



H* — So«V en dernier lieu 



1/ X lA'' 4 
-(r — a:) — x\/ 1 . 



y == r arc cos 
Posons 

d'où, 

~~ 7"* 

et| 

wccosw=t), 
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d'où, 

, du 

av = — 



dv 



dx dx 



r\Ji — w' \j2rx — x^ 
En faisant l'autre terme 



a:S/lL-i=., 



2r 



dx \ X 






et 



i^ ,/Tr \ / ) U(--l)-rj 

io: y X )x\/——i\ I .^■. — \» 

C '^ X ; V \2rx — x* ' 



dx 



T'^^X 

dz = . dx ; 

y 2 ra; -^ x* 

or, ayant 

y = ^ — -, 

d'où, 

dy = rdv — efe , 
on aura donc 

rfy = ' d!2; — • dx , 

\/2ru; — X* v/2ra: — a:' 



^2rx — X* 
ei 

y = 



yj%rx — a? 



Nota. — Les expressions données dans les deux derniers exem- 
ples étant susceptibles d'être réduites, on aurait simplifié les calculs 
en faisant, au préalable, les réductiom qu'elles permettent. 
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IV. — DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES D'ORDRES SUPERIEURS 

AU PREMIER. 

f . - D£RI¥£BS ET DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES DES PONGTIOlf S 

EXPLICITES. 



38. — Notations des dérivées et des différentielles suoces* 
sives des fonctions d'une variable. — Les dérivées et les diffé- 
rentielles que nous avons considérées jusqu'ici, proviennent direc- 
tement des fonctions primitives, et donnent lieu généralement à de 
nouvelles fonctions de la variable, dont on peut prendre encore la 
dérivée. On obtient par cette difiérentiation, la dérivée seconde de 
la fonction proposée f{x), que Ton représente indistinctement par 
/"(x), ou par y". 

Pareillement, la dérivée de la dérivée seconde donnerait la déri- 
vée iroisième, f" [x) ou y'^, et ainsi de suite..., la dérivée de tordre 
n donnant f^{x) ou yf"). 

Nous avons d'ailleurs représenté la dérivée du premier ordre par la 

dtf 
notation — , que Ton désigne plus spécialement sous le nom de 
ux 

coefficient différentiel . En employant cette notation, l'analogie con- 

dy . 

duirait à représenter la dérivée seconde par — ; or, si Ton remar- 
que que, durant le cours d'une même question, Taccroissement infi- 
niment petit dx attribué à la variable, est toujours considéré comme 
constant^ on aura, en remplaçant dans l'expression ci-dessus, 

dy 




ou plus simplement, 
Sous cette dernière forme, la dérivée seconde est appelée plus 
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particuliërement, coefficient différentiel du second ordre. De même, 

rf»y 
le coêfiicient différentiel du troisième ordre serait représenté par — , 

QfX 

et en général, le coôfficient différentiel de tordre n, par --^ • 

Sachant que le produit de la dérivée par dx donne la différen-- 
tielle, la notation de celle-ci se déduira très facilement de la pre- 
mière, et Ton obtiendra 

dy 
f[ {x) dx, ou -p dx, ou dy, différentielle du premier ordre; 

iwX 

f''{x)dxdx, — Tl"^» — ^y> — ^" second ordre; 



et en général, 



• • • • 



f^[x) {dxY, — j^ dx^, — d^y, — de tordre n. 

n faut bien remarquer que ces expressions sont des symboles, 

dy 
attendu que 3^ est une simple notation, et ne représente nullement 

dx 

un quotient. 

39. — Différentielles suooeseives des fonotions d'une va^ 
riable. D'après ce qui précède, les différentielles successives d'une 
fonction s'obtiendront de proche en proche, par les mêmes procé- 
dés qui ont servi èi trouver la première différentielle ; nous les ap- 
pliquerons à quelques exemples. 

jo — La fonction 

y = x^, 

donne les dérivées successives suivantes : 

du 
y' = /' (or) = -j^ = tna:*^, dérivée du premier ordre ; 

cfiy 
y'':=zf{x)=^-~=^m{m-^ 1) x^"^, — deuxième ordre ; 
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(Pu 
y" = f^ (./:) = -j^^ = mm — I ){fn--2),£^''^, fie rivée du troisième ordre; 



y»=/-«(.r)= ^=w(m — l)(m— 2). 



(m — n + 1) j:™-* , — n . . . ième ordre . 

Si Ton fait « = m, celle dernière dérivée sera une constante, car 
elle deviendra 

y«=/«(a:) = — | = m(m — l)(w2 - 2) 3.2.1; 

par suite, les dérivées de Tordre supérieur seront 7iulles (Sl). 

— On peut en conclure que toule fonction algébrique entière du 
degré m, n'a que m dérivées, celle d'ordre m élant une comtante, 

2" — Pour la fonction 

qui est du troisième degré, on obtiendra trois dérivées successives, 
la dernière sera une constante. Ces dérivées sont (18-81-88-83) 

y'' = 2c-h6nx, 
y'*'=6n. 

3" — La sinusoïde dont Téquation est (80) 

y = sina:, 

donne successivement les dérivées (88) : 

cosj:, — sinx, — cos j:, + sina:, -+- , 

ces dérivées se répétant ainsi indéfiniment, dans le même ordre. 
4** — Les dérivées successives de 

y =z cos X 
sont : 



— smx, — cosa:, + sinx, + COSX, — 

— On a vu (87. Rem) que la dérivée de la foriclioa 

y = e^ 
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est égale à cUe-niùme ; la suite indélinie de ses dérivées successives 
sera, par conséquent, toujours 6»^. 



•40. — Notations des dérivées et des différentielles suc- 
cessives des fonctions de plusieurs variables. — Etant don- 
née une fonction de deux variables indépendantes 

fi^.y)^ (i) 

nous avons pris, après les avoir définies (30), les dérivées partielles 

df df 
de celte fonction. Ces dérivées -7- et — sont, en général, de nou- 

ax dy 

velles fonctions des deux variables, et si Ton prend les dérivées 
successives de la première par rapport à x^ on pourra les représen- 
ter d'après la notation convenue (38), par 

de' ' dx' ' djd^' 

Les dérivées diî la deuxièm(% prises par rapport à y, seront 
analogiquement 

dif'dif di/ 

Mais, au lieu de prendre les dérivées successives par rapport à la 
même variable, on peut avoir à prendre la dérivée par rapport k y, 

de la dérivée du premier ordre -7- , laquelle est prise par rapport à 

d^f 
X ; la notation qui indique ces diverses opérations sera 



dxdy' 

Pareillement, -r— 7- indique qu'après avoir pris la dérivée de la 

dydx 

fonction (1) par rapport à //, on a pris par rapport à x la dérivée 

de cette dernière ; en général, - — -j-^ montre que Ton a pris n dé- 

rivées partielles successives par rapport à //, après avoir pris m 
dérivées partielles successives par rapport à x. 

^l. — L'ordre des différentiations est indifférent; il suffit 
de différentier le même nombre de fois, par rapport à. oba^aLue 
variable indépendante. — Soit, en effet, la fonction 

u^f{x,y). (1) 
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Les principes exposés (15-30) indiquent que la dérivée partielle 
par rapport à x s'obtient en changeant^ dans la fonction proposée, ./• 
en .r + dr, en retranchant de la nouvelle fonction ainsi obtenue, la 
première, et en divisant le résultat par dx ; on aura donc 

du /(.r + dx, y) — f{x, //) 

dx ' dx ' ^ ^ 

La dérivée partielle par rapport à // de cette dernière expression, 
s'obtiendra par les mêmes règles, et Ton aura 

d'il f(x-+-dx, ;/-i-df/) — f(x, //4-rf//) — f{x+dx, //)+/(>,//) 



ilxdf/ dxdfj 

Si, intervertissant Tordre des différentiations, on prend mainte- 
nant, toujours d'après les mêmes procédés, la dérivée partielle de 
la fonction proposée par rapport à y, puis la dérivée par rapport 
à X de la dérivée obtenue, il viendra en premier lieu, 

du /(/',//-+-d//)— /(■r, y) ,.. 

d!j~ dy ' ^^ 

ensuite 

d'il f{x+dx, i/-^dy)—f{x-\-dx, y) —f(x,y+dy) -hf(x, y) 

. [o) 



dyd-jc dydx 

Remarquant que les seconds membres des expressions (3) et (5) 
sont les mêmes, sauf Tordre suivant lequel sont placés les termes, 
il s'ensuit que les premiers membres doivent être égaux, et Ton aura 

dhi dhi 



i.€dy dydx ' 
ce qu'il fallait établir. 

On pourrait étendre de proche eu proche ce principe à un nombre 
quelconque de variables ; on est donc en droit de conclure que 
tordre des Aifférentiations est tout à fait indifférent, 

<48. — I>ii!réreiitielle8 successives des fonctions de plu- 
sieurs variables. — Reprenons actuellement la relation (30.3), 
qui exprime la différentielle totale du premier ordre, de la fonction 

■^^fi^^y), (1) 
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de deux variables indépendantes ; celle différentielle est 

Les règles connues de difFérentiation d'une somme et de produits 
(SÔ-S3), donneront pour la différentielle de deuxième ordre (38), 

or, dans cette relation les différentielles indiquées par les deux 
termes 



a) «' <û- 



composés chacun de deux variables^ s'obtiendront par le même 
principe (30) formulé (2), il viendra en l'appliquant, 

^(df\ dY^_ , dy 



[df\ d'f , rfy , 



jdn d'f ^ dy^ 

\dti/ dvdx du* ■' 



(5) 



^dy/ dydx dtf 

et en remarquant que d'après (-41), 

dy dY 

da:dy dydx 

on aura, en substituant les valeurs trouvées (4 et 3) dans la rela- 
tion (3), 

d'f _, 2d-7 ^ ^ dy ^ , df ,, df ^ 



. — Pour 2)re7id?'e la différentielle du troisième ordre dhi, il 
faudrait différenlier la relation dernière (G) ; c*csl-à-dire opérer sur 
cette relation comme il a été fait sur la relation (42. 2), en appli- 
quant toujours les règles de différentialion d'une somme et de pro- 
duits, plusieurs fois rappelées. On trouverait ainsi, en outre des 

quantités déjà obtenues d( — j, 'Hj")' <^^ ^'^^^ i^^^^s avons trouvé 
les différontiollos (4S. 4 et S), les autres quantités 
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•'{%)■ "•(^) - "(:^o. 



qui exprinicnl de leur côté les différentielles de deux variables ; dif- 
férentielles que Ton trouverait encore au moyen de la même for- 
mule (4S. 2). En remplaçant ces nouvelles expressions et en fai- 
sant les simplifications possibles, on obtiendrait enfin la différen- 
tielle cherchée. 

On opérerait de la même manière pour trouver les différentielles 
des ordres supérieia^s; mais à mesure qu*on s'éloigne, les calculs 
deviennent de plus en plus laborieux. 

Le deuxième ordre suffit d'ailleurs, dans la plupart des cas. 

Remarques I. — On représente souvent les expressions (2 et 6) 
du numéro /éd^ par d'autres plus simples, en faisant 

df df d'f d'f d'f 

-^=p^ Ty=^' d^='' d^r' "' dp='' ^*) 

on obtient, de la sorte, pour ces expressions, 

du =pdx 4- qdy, (2) 

et 

(Vh = rdx^ + 2s(lxdi/ + tdtf -i-pd*x + qd'y. (3) 

IL — 5/ maintenant^ au lieu d'être indépendantes, on suppose 
que les variables soient foncliom d'une même variable indépendante 
V, on aura les égalités suivantes : 

dx du d'x d'y , d^i 

dx=— dv, dy=-rdv, r/-vc=-— dv*, d*y=^'-^^dv' oid*u=--—dv-: 
dv dv dv^ dv^ dv^ 

par conséquent, l'expression (3) deviendra, en divisant par dv^y et 
en faisant les substitutions voulues, 



[*u [(IxV dxdy fdyV d'x d*y 



•4^. — DifFérentlelles successives des fonctions composées. 

— La relation trouvée (40.0) sera également applicable aux fonctions 
composées^ en lui donnant les modifications permises par la nouvelle 
nature de la fonction. Admettons qu'il s'agisse encore de la fonction 

u = f{x,y); (1) 
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mais dans laquelle les deux variables x el y sont elles-mêmes, fonc- 
tions dune troisième et même variable :;. 

Sachant (14-38) que ./ et ./', y' et y" désignent les dérivées 
respectives du premier et du second ordre ^ de r et de // par rapport 
à 5, on aura les égalités 

(lr = xdz, d'.r = .F'dz\ dy^^t/dz et d'u^if'dz^ ; (2) 

de sorte que, si Ton divise par dz^ tous les termes de Texpression 
(4:8. 6)^ et si Ton fait les substitutions indiquées par les égalités (2), 
elle prendra la forme suivante : 

— . = — .^*H-2 — —tu-\ ^y '-h-rr H — ^y . 3) 



8. - DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES SUCGESSITBS DES FONCTIONS 

IHFUCITES. 



— Soit do7inée la fonctio?i implicite 

dans laquelle on admet que x est la variable indépendante. La déri- 
vée du premier ordre a été trouvée (3S. 3;; elle est 

f+^V=o. (2;, 

dx d// 

Pour trouver les dérivées des ordres supérieurs, il faul suivre la 
règle exposée (49 et 43)pour les fonctions expliriles. Or, la déri- 
vée du deuxième ordre n'étant autre que la dérivée de la dérivée du 
prenïier ordre, on est conduit, par cela même, à opérer sur la rela- 
tion (2^, en observant les règles connues d'une somme et d'un pro- 
duit ; mais il faul remarquer que les termes — «4 — comprenant 

df: df/ 

chacun deux variables, leurs dérivées seront de la fonne (2) qui 
provient aussi des deux variables x et y ; par suite, en leur appli- 
quant cette formule (2 ' on trouvera : 
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dérivée de 

d.r d.r* d.tdy' ' 
ot dérivée de 

df_d}f d^f 

(ly djf^ df/d^i: ' 

On aura donc pour la dérivée de deuxième ordre, 

d'f d'f , d'f ,, d'f . df „ ^ 
d.r« ^ d.rrf// '^ rf// -^ dydr '^ ^ dy '' 

el, en simplifiant, 

éU* rfyrf./" dy dy 

« 

Il y a lieu de remarquer que cette dérivée aurait pu être déduite 
plus simplement de l'expression (3) du numéro précédent, laquelle 
provient de la fonction « = /'(x, y). Il suffit d'observer que, dans 
le ca« qui nous occupe, x étant la variable indépendante, x =\ et 
j:*'=0 (si. Rem); les dérivées de la fonction elle-môme seront 

nulles el — == , par conséquent la relation précitée, 

ihi d'f , ^ d'f , , d'f ,, 4f , df , 
dz" dr ^ dxdy-'dy^'^ dr dy^ ' 

deviendra effectivement, 

f(Y+2^y' + llV«+î^^''^0, (3-) 

dx^ dydx'^ dy"' <y 

expression dont C identité avec (3) ost manifeste. 

-46. — Pour trouver la dérivée du troisième ordre nous suivrons 
la même marche, en prenant la dérivée de l'expression (-45.3). Les 
dérivées des termes de cette relalion, déterminées suivant la 
formule (45.2), seront d'abord : 
dérivée de 



= 7r« + // 



dz* dx^ dx*dy ' 
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dérivée de 

1___ L 1 ,,' i — 

dxdt/ (ir-df/ '' dxdif ' 
d'f d'f ,d'f 

en les remplaçant dans l'expression (3)^ et en appliquant toujours 
les règles connues d'une somme et de produits, on trouvera 



' -.// 



— ^H ^ y H — 2 y H — 2 y H —2 » '-\ 2 y y 

''Y ,. rfY ,, # „ rfY , . rfY „ „ 

H ^ y H — ; y + — y H — - y y H ^ y =0 ; 

et, en simplifiant, 



+ y'^éL= . (4) 

Celte relation aurait pu être déduite de la dérivée du troisième 
ordre de la fonction ii = f[x, y), en remarquant comme ci-dessus, 
que x = i, a:" = .r'" = 0, et que les dérivées de u sont nulles. 

— On trouverait j^r une marche analogue, la dérivée du quatrième 
ordre ; mais cette recherche, d'ailleurs très longue, n'offre aucun 
intérêt pour les applications ordinaires, dans lesquelles on ne ren- 
contre guère des dérivées supérieures au deuxième ordre. 



V. — APPLICATIONS ANALYTIQUES. 

-17. — Avafit de passer 8i\i\ applications analytiques, nous allons 
établir une formule générale d'analyse, dont les conséquences 
très importantes faciliteront la solution de quelques questions 
ultérieures. 

Considérons, à cet effet, deux fonctions toujours continues 

Y[x) et f[x), (1) 
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(rune même variable, et supposons qu'en donnant à cette variable 
les valeurs comprises entre xi et une valeur très voisine ^i H- A, h 
étant une quantité finie, la fonction f(x) varie toujours dans le 
même sens ; c'est-à-dire que Ton obtienne constamment dans cet 
intervalle, Tune des inégalités 

A^O>0, ou f'(xs)<0, 

F ' U) 
Le rapport • des dérivées, — deux fonctions que nous sup- 

posons aussi continues dans Tétendue des variations considérées, 
— prendra pour les deux valeurs extrêmes de la variable, deux 
valeurs correspondantes, par exemple A et B ; on aura en général 

Or, admettant d'abord /' (x) > , les inégalités (2) peuvent se 
représenter ainsi : 

F' (x)< A /' {x) et F' {x) > B /' (x) . 

Elles indiquent que dans les limites fixées à la variable, la dérivée 
de F (x) est constamment inférieure à la dérivée de Af{x); 
par suite, les accroissements élémentaires de la première sont 
toujours plus petits que les accroissements correspondants de la 
seconde. Il en sera évidemment de même pour les accroissements 
totaux, et l'on aura 

F(xi-hh) — F{x^)<A [f{xi + h) — f [x^)] . (3) 

Pareillement, on aura 

F{x,-hh)-F (xt) >B[f (x( + h) — f{x,)\ . (4) 

Mais nous avons supposé /' (««)> 0, donc fix^+h) — /"(a'i)>0, 
et les inégalités (3) et (4) deviennent 

F{xi-hh') — F(x,) 



f(xi-\-h)—f{x,) 

F (x, + ^) — F (x,) 
f(xt-hh) — f{x,) 



<A, 



>B. 
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Si clans la variation de a:i àxi + A on avait eu ^'(j"ii<0, on 
aurait Irouvé le même résultat, car on aurait dû renverser deux 
fois les signes des inégalités. 

Le rapport des accroissements est donc compris entre les valeurs 
extrêmes A et B. D'un autre côté, le rapport des dérivées (2) prend 
successivement toutes les valeurs intermédiaires depuis A jusqu'à 
B, quand la variable prend toutes celles comprises entre .r^ et 
.r| + /i. lien résulte que ces rapports deviennent égaux, pour 
u?ie certaine valeur 6 h de Vaccroissemefit de x, ^ étant compHs 
entre <?M . On aura donc 

F(x.+/0-F(.r.) _ F-(x, + eA) 

•48. — Lorsque les dérivées F' (r,) et f (.r») sont nulles, et que 
f" (.r) conserve toujours le mémo signe depuis la valeur x^ jusqu'à 
la valeur x^ -H A, on peut au second membre de l'expression C5) 
substituer 

/ " {X, H-0 h) ' 

De même, si les dérivées successives des fonctions F (.r) et f{x) 
sont wî^//^.v jusqu'à celle d'ordre n, et que /** {x) varie toujours dans 
le m<*»me sens dans l'intervalle considéré, on pourra écrire 

F (x. + A) — F (x,) ^ F^ {X, + 9 h) 

Remarques. I. — Si Ton suppose en outre que f{x) = {x — x^)*, 
le dénominateur du premier membre dé Texpression (6) deviendra 

/i», et celui du deuxième membre (3Ô), 1.2.3 n ; la formule qui 

précède se réduira dans ces conditions, à 

F(.r. + /0— F(\r.) ^ Fn(a:.+0/i) .^. 

A" i.2.3....w 

Elle montn; que pour un accroissement fini h de x, Taccroisse- 
ment do la fonction continue F (x), est de la forme 

V{x,-h/i) — F{x,) = hF{x^-h^h). 
Cet accroissement sera 
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^F'(x,+fih), si F'(j:,) = 0; 

il sera 

F" (r, + e //) , quand de plus F" (x,) = ; 

et ainsi de suite 

II. — En faisant dans la formule générale (7), x=0 et h=^x, on 
obtient la relation 



F(u:)-F(0) = -— ¥-{Hlt), (8) ^; 



qui donne la valeur d'une foriclion, exprimée au moyen de la pre- 
mière dérivée qui ne s'annule pas pour j: = 0. 



1 . ^ TRAIE VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT L'UNE DES FORMES 

5>i->oxoo, 0% 0*, 00% r. 

49. — Supposo?is en premier lieu , que les deux termes de 

F (.r) 
la fraction proposée s annulent en substituant à la variable x, 

^ ^ f{x) 

une valeur particulière x^ ; la fraction prendra la forme - . Pour en 

trouver la vraie valeur, // faut chercher la limite vers laquelle tend 
la fraction, lorsque, après avoir donné à la variable une valeur 
j*, +A très voisine de j;,, on fait fendre cette valeur vers x<. 

Cela posé, la relation (47. S) donnera, en observant que F {xt) et 
f(Xi) sont Tune et l'autre nulles, 

V(x,+h) _ V'(x,+h,) ^ 
f[x,+h) r{x,+h,)' 

et quand h décroît indéfiniment, la vraie valeur de la fraction 
devient 

Si les premières dérivées sont aussi nulles, on peut écrire (-48) 
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F(.r, + A) F"(j.H-^â) . 

f {.c, + }i)~ f" (Xt -\- hi)' 

cl la vraie valeur sera 

¥"{x,) 

r (^0 ■ 

Si les deux termes de cette fraction étaient encore nuls, on pren- 
drait les dérivées du troisième ordre, et ainsi successivement 
jusqu'à ce que l'on arrive à des dérivées qui ne s annulent pas. 
Celles-ci donneraient la valeur cherchée. 

Exemple, — Soit donnée l'expression 

X — sin j: 



1 — cos X * 

qui prend la forme de Tindétermination - , quand on fait x=Q, En 

remplaçant les deux termes par leurs dérivées du premier ordre, 

on obtient 

1 — cos X 

sinx 

qui prend encore la même forme pour j: = 0. 
Prenant les dérivées secondes, on trouve 

sin X 



cosx 

qui pour a? = 0, donne enfin - = 0, vraie valeur de cette expression. 

1 

50. — Soit maintenant une fraction 

F(x) 



devenant — pour une valeur x, de x. 

On peul écrire, idenliqueracnl, 

1 



f{x) J_ 
F fa:) 
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expression qui donne pour les deux termes du second membre, les 

valeurs 

1 1 

—- = 0, et ^rn = 0; 

f{x) F {x) 

en les représentant respectivement par <p {x) et par ^ (x), on aura 
donc 

ii{x) 

La question se trouve ainsi ramenée au cas précédent ('49), et 
Ton opérera comme il a été fait pour ce cas. 

Remarque. — Cependant la règle (49) n'est pas toujours applica* 
ble ; on trouve quelquefois des dérivées successives dont les rap- 
ports sont tous également indéterminés^ comme les fonctions elles- 
mêmes. Il faut alors, pour trouver la vraie valeur de l'expression 
considérée, employer des artifices qui consistent généralement à 
remplacer x par x\-\-h\ à développer les calculs indiqués, de 
manière à introduire, autant que possible, une puissance de h 
comme facteur commun aux deux termes ; et enfin, à faire A = 
dans l'expression obtenue. 

Exemple. — Soit la relation 



\Jx — a 
yjx^ — a' 

En faisant a; = fl on trouve-. Les dérivées donnent pour la 
même valeur de x^ 

- [x — a] » 

£ , _00 

X _* 00 , 



00 



et les dérivées suivantes donneront toujours — ; taudis qu'en rem- 
plaçant dans la relation proposée, x par a + A, on trouve 

(A' + 2a/j)7 h\{h-\-2a)\ {h-\-2a)\' 
dont la valeur se réduit à zéro en faisant ^ = 0. 
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51. — L'expression OXoo , provenant du produit de deux fac- 
teurs ç (x) = par A (a?) = 00 , est ramenée facilement au deuxième 
caS; ou directement au premier ; car on peut écrire 



?(^).'H-^)==-hi 



00 



ff(X) 



ou mieux 



o (a?) 

On connaît (^49) la marche à suivre pour en déterminer la vrai» 
valeur. 

Exemple. — La relation 

a;log(l+l), 

qui devient oo x en faisant a;= oo , peut s*écrire 



log (l + i) 



Jogd+t;) 



ou 

V 0' 



X 



1 

en posant -= v. Remplaçant par les dérivées, on aura 

X 

loge 

1 

et en faisant dans cette dernière expression * a? = oo , c'est-à-dire 
t; = 0, on trouvera, pour la valeur cherchée, 

log«. 

B2, — On peut encore avoir à examiner des expressions de la 
forme 

¥{x)n^). (1) 

En prenant les logarithmes^ on a 
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el l'on tombe de cette manière, dans Tun des cas examinés. 

— E?i cUtribuayit une certaine valeur particulière à la variable, 
l'expression (1) peut enfin prendre l'une des formes 

0% 0*, 00% i*. 

Pour obtenir sa vraie valeur, il faut faire varier à la foi^ x dans 
les deux fonctions ; car, si les variations avaient lieu successive- 
ment, on pourrait Aire conduit à des résultats erronés. 

Supposons, en effet, que la fonction exponentielle proposée (1) 
se présente sous la forme 0^, en donnant à la variable une certaine 
valeur x\. Si, pour trouver la vraie valeur de F û')^(*), ou faisait 
varier x dans F {x) seulement, on aurait une expression de là forme 
0^^*) qui ost constamment nulle ; donc lorsqu'on fera tendre x vers 
.r,, on aura aussi une valeur nulle. En faisant varier d'abord f{x), 
on obtiendrait F [xy qui est toujours é(/ale à funitéy quelle que 
soit la valeur de x. 

On voit par là, que cette manière d*opérer donnant des résultats 
différents, est vicieuse ; d'où ressort la nécessité de faire varier 
simultanément la variable dans les deux fonctions. 



2. - DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SfiUES. 

63. — I>6veloppenient des fonctions algébriques entières, 
d'une seule variable. — Ayant une fonction 

/(^), 

algébrique et entière par rapport à x, si Ton donne à cette variable 
un accroissement h, on trouve facilement par la loi du binôme, le 
développement de la nouvelle fonction obtenue f{x + h) ; il suffit 
de se rappeler, qu'un terme quelconque du développement de 
(a;+ A)'*se déduit du précédent, en multipliant ce dernier terme 
par l'exposant de x, et en diminuant cet exposant d'une unité — 
ce qui revient à prendre la dérivée de ce terme par rapport àx — ; 
puis on augmente l'exposant de h d'une unité, et l'on divise le 
résultat par le nombre des termes qui précèdent celui en formation. 
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Celle règle s'applique, évidemment, au cas où la fonclion qu'il 
s'agit de développer est affectée d'un coefficient^ à la condition que 
Ton multiplie tous les termes par ce facteur. 

Cela posé, soit la fonction 

/^(a:) = A.r«H-Ba:"»-* + C,T"»-» + +Ma; + N, (1) 

ordonnée par rapport aux puissances de x. En changeant x en 
x + hy on aura 

f{x+h)= A(x+A)«H-B(a:+A)"-'+ G (a:+A)*-*. .+ M(aî+A)+N ;(2) 

par suite^ les développements successifs de chaque terme du second 
membre seront : 

A (ar + /0'"= A ^«H Aa?"*"* H ^^ A o?"»-^ /i^ + . , 

'^ i 1.2 

^ ^ 1 1.2 

^ ^ 1 1.2 



M(a:+/4) = M a? +MA, 
N =N. 

En faisant les sommes des termes placés sur les mêmes colonnes 
verticales, les premiers membres formant la première, donnent (2) 
la fonction proposée f (x + h) ; les premiers termes des seconds 
membres fournissent (1) f[x) ; les deuxièmes termes formant la 
troisième colonne sont les dérivées respectives des premiers termes, 

h 

et ont tous h pour coefficient ; leur somme est, par suite, f (x) t ; 

1 

la quatrième colonne est formée des dérivées respectives des termes 

A' 
de la troisième, avec — pour facteur, et donne pour somme 

1 .2 

/r 
f" [x) — ; ainsi, les termes se forment successivement d*aprî»s Id 
1 .2 

même loi. On aura, par conséquent, 
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;{x+A)=r(x)H-r(^)^+r(x)~+r{a;)j~ 

^''(-) 1.2.3.'".. ..« + (^) 



Le nombre des termes de ce développement est, dans ce cas, 
limité ^ m + 1; car on sait que la dérivée de l'ordre m est une 
constante (39). 

— Cette formule (3) est connue sous le nom de Série de Taylor ; 
nous verrons aux prochains paragraphes qu'elle est applicable, 
sous certaines réserves, à toute fonction d'une seule et de deux 
variables. 

Exemple. — Si l'on a la fonction 

f{x) = x^-\-^x^ — hx* — Zx-\-%, 

les dérivées seront successivement : 

/" (a;) = 4 a:' + IS «' — 8 j: — 3 , 
r(a:) = 12.î;'+30x — 8, 
f'"{x) = 2i,x + m, 
r{x) = 2i; 

et le développement de f{x-\-h) sera 



x' ■+■ ix*\ +12a;*) +24x) ^i +24 



h* } ^- 1.2.3.4' 



+ 5a;' H-lSa;'U+30a;>— +30 ^1.2.3 
r{x-i-h)=l _ 4^ _ 8a, ( 1 _ 8 

3x — 3 
6 

ou, en simplifiant, 

X* + 4xM + 6x' J +4a; 
+ 5a;» +15x»f +1Sx[a* 

/h 

fix+h)—{_ij.t — %x [ — 4 

— 3a; — 3 ) 
+6 



h 



3 
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S^,— -Développement des fonotions quelconques d'une seule 
variable. — Indépendamment des fonctions algébriques entières, 
toute fonction quelconque de x-hh peut se développer suivant les 
puissances entières et positives de l'une des parties, pourvu que la 
fonction et toutes ses dérivées conservent une valeur finie, entre les 
limites x et x+h, très rapprochées de la variable. 

Pour établir cette propriété, il suffit de démontrer que la série de 
Taylor peut donner f[x + h), avec telle approximation que l'on 
voudra, en s'arrêtant à un terme du développement d'ordre « con- 
venable ; et dans ce cas, la séné est convergente. 

Supposons à cet effet, que ç(A) soit la fonction inconnue de x et 
de /t, qu'il faut ajouter aux n premiers termes de la série pour re- 
produire f[x+h) ; on aura (63. 3) : 



f^^^h)=f{x) + \f{x) + —/'^''^ 



En faisant dans cette identité A=0, il viendra 

/(a;)=/(a;)+?(0), d'où, ?(0) = 0. 

Prenons les dérivées des deux membres de la série (1) par rap- 
port à h ; elles seront nécessairement égales, et nous aurons 

^; (,+ A) =/- («)+A/"(a.)+ +ré^)^' ^"^-^^'^'^' 

Si l'on fait encore A = 0, il viendra 

^'(a,)=/'(x) + î'{0), d'où, ?'(0)=0. 

En opérant ainsi sur les dérivées successives, on reconnaîtra que 
toutes les dérivées de <p(A), jusques et y compris celle d'ordre n-i 
sont nulles ; et l'on aura, en dernier ressort, 

;r«(a;+A) = ?*(A). (2) 

Or toute fonction exprimée au moyen de la première dérivée qui 
ne s'annule pas, est domiée (48. 8); elle sera pour le cas qui nous 
occupe, 
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1.2.... ;i 



ou, à cause de la dernière égalité, 

9{à)=r^^n^+m; (3) 

1.2 n 

par suite, la série (1) deviendra 

j^j^/"(x+«*). (4) 

i. — Soieiit maint ena?it A et B, les valeurs extrêmes que prend 
/*(a?) pour les deux valeurs x et x-^-h ; le dernier terme et par 
suite, l'erreur commise en s'arrêlant à ce terme, seront compris 

enlre —r et 



1.2.... 71 1.2.... n^ 

d'ailleurs, ce dernier terme 

tend vers zérOj quand n croît indéfiniment. En effet, nous avons 
supposé que f{x) et toutes ses dérivées conservent une valeur finie, 
dans rintervalle compris entre w et x-}-h,H suffit donc de mon- 

Irer que l'autre facteur — tend vers zéro, en augmentant n 

indéfiniment. 

On voit de suite qu'il en sera ainsi, si Ton a A < 1 ; car pour n 
suffisamment grand, h^ deviendra plus petit que toute quantité don- 
née. Si h est quelconque, on peut toujours supposer que cette quan- 
tité est comprise entre les deux nombres entiers consécutifs p et 

A» 

p4- 1, de sorte qu'à la place de — on peut mettre : 

* aéà* * » » n 

h^ h h h 

1.2 p ' p + ^ ' p + 2 n^ 
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Mais le produit 



h 



/> + 1 J» + 2 n 

est plus petit que ( t)*'» ^^ comme le dénominateur /?+! de 

celte dernière fraction est plus grand que le numérateur A, elle peut 
être rendue aussi petite que ton voudra^ en prenant n suffisam- 
ment grand; elle tend donc vers zéro; par suite, 



et — /^(x+9A) 



1.2 n i.2 n 

tendent aussi vers la même limite. Par conséquent le deuxième 
membre de la relation 

/(x+/o=/(x)-+-^/'{x)+^r(a;)+^r(x)+ 

+ 1.2.3.'"...>/ "^" + ^^^^' (S) 

est une série convergente^ et a bien pour somme f[x + k). 

— Cette formule généralise la série de Taylor ; on peut démontrer 
qu'elle est susceptible de prendre la forme 

A^-eA), (6) 



1.2.3 n 



expression qui ne diffère, comme on le voit, de la précédente, qu'en 
ce que h a été changé partout en — h, 

66. ^ Autre forme du reste de la série de Taylor. — On 

a quelquefois besoin dans le développement de certaines fonctions, 
de donner au reste de la série de Taylor une forme plus coinmode^ 
pour reconnaître s'il tend vers zéro. 
Reprenons l'expression (64.1) 
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fia> + h)=f[x) + \f' {x) + ^^r {X) 

et supposons que raccroissement arbitraire donné à x soit tel, que 
a: H- A = c, une constante. 

On aura 

fl?a?+rfA = 0, d'où, rfz = — rfA. 

Pour trouver le reste de la série (1), nous avons différentié la 
fonction par rapport à A, qui n'entrait pas dans les dérivées ; diffé- 
rentions actuellement, par rapport à a: en faisant varier x et A, et 
en considérant chaque terme comme un produit de deux variables. 
Inscrivons le résultat dans Tordre qui suit : 

o=[/'(.)+Jr (x)+^r(a^)+ + i.2...''l-i) ^"(") 

-^'(h)]-r[x)-\r{x)-^^r{x)- (2) 

On voit que les termes se réduisent deux à deux, sauf les deux 
derniers avant le crochet, qui donnent 

Or. 

?(0) = 0, 

el l'expression d'une fonction au moyen de la première dérivée qui 
ne s'annule pas, fournit (-AS. 8) 

ç (A) = k <p' (6 h) ; 

par suite, l'expression (3) dans laquelle on remplacera aussi h par 
6//, donnera combinée avec cette dernière 

et en mettant pour simplifier 6 à la place de 1 — 6, — qui a été in- 
troduit dans la relation ci-dessus, — tous les deux étant compris 
entre et 1, on a 
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— On trouverait pour le développement de f(x — A), le reste 

57. — Série de llCaclaurin. —Dans la formule de Taylor(65.5), 
on peut remplacer x par h, puis h par x^ et il viendra 

+ i.2/...n ^''^' + ^"^- 
Faisons maintenant A == 0, nous aurons 

/(ar) = /(0) + j/'(0) + ~/' (0) + ^-^gr{0) 



formule connue sous le nom do série de Maelaurin. 
Elle suppose que les fonctions 

AO), /'(O), r(0), H^x) 

sont des quantités finies de la fonction et de ses dérivées ; on l'ap- 
plique au développement d'une fonction de x^ suivant les puissances 
croissantes de cette variable. 

— Comme dans la série de Taylor, le reste peut prendre aussi une 
aiUre forme qui découle de celle obtenue (ôe. 4); il suffit de chan- 
ger dans celle-ci, h en x, après avoii^emplacé préalablement x par 
zéro ; on trouve de cette manière, 

/*(M- (2) 



1.2.3.. ..(n—1) 



68. — I>éveloppeinent des foncttons de deux variables. — 

On peut étendre la série de Taylor aux fonctions de deux variables. 
Pour cela, nous mettrons cette formule sous la forme suivante : 
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A.+A)=/(.)+-£+-^+— 3^.+ (1) 

Dans la fonction donnée 

changeons x ^VLX-^h^ ensuite y en y-\-k^ et proposons-nous de 
développer la fonction ainsi obtenue, 

f{x-ArK y+K). (2) 

Pour faire ce développement il faut, d'abord, supposer que l'ex- 
pression (2) est une fonction de x, en regardant y comme constmit ; 
on aura, dans cette hypothèse, en appliquant la série (1), 

rr . 1.^ ^, l^ hdfix.y-^h) h* d'fix.y+k) 

h' d'f(x,y-\-k) 

^TTz — d? — + ^^^ 

En appliquant de nouveau la série à tous les termes successifs du 

h h^ h' 
second membre, sans y comprendre les coefficients 7 , 77: , r-r-^ . . 

1 1.2 1.2.0 

, et en les considérant comme des fonctions de y seule- 
ment, X étant supposé constant, on aura 

df{x,y-\-k) _df{x, y) dV{x,y) A' tPf{x,y) fc' d'f{x,y) 
dx dx dxdy 1.2 dxdy* 1.2.3 dxdy^ 

fn^,y-hk) _ d'f(x,y) d*/{x,y) k* d'fjx.y) k' d%x,y) 
do* dx" éir»rfv 1.2 dx'rfv* 1.2.3 «far» dv' 



d'fjx^y+k) _ d^f{x,y) d^f (x, y) k* d^f{x,y) A» d^fjx, y) 
dx' dx' "^ dx* dv "'"1.2 rfxVtf' "'"1.2.3 dx'dy* 



En substituant ces valeurs dans la relation (3), et en ordonnant 
il viendra 
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dr 1 <Lr--iy l.idxdy^ 
~l^5? 1.2, 

■ 

■^1.2.3^-' 



J 



> 



f 



la, en faisant la somme de ehique ciL*Ic»an*?'. on iroave 

df df ^ i ff 

--|(fU .H 

— Od reconnaît qne le ternie gênerai de ce déToIoppomenl est le 
produit do factenr — — , par Texpression 

On peut le représenter d'ane manière syntj •*i'fue^ par 



1.2.3 fi\djr dy J » 



en convenant que la quantité entre paivnthèses étant développée 
suivant la formule du binôme, les termes <f/, quels que soient d*ail- 
leurs les e3q>osants obtenus, seront tous remplacés par </•/. 

SS. — La série de Marlaurin peut aussi s'étendre aux fonctions 
de deux taria6le:fi il suftit de changer dans l'expression !S8.4\ 
1*. X en /i et A en X ; 2*. y en A et A en y : enfin, de faire A ^0 et 
Jt^ 0. On trouvera de la sorte. 
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/<-)=/<M>^[©-(D/]-r.[(i).'- 



+ 



Les notations 

\dxjo\dyjo\dx*/o\dxdyjo^ ' 

indiquent respectivement les nouvelles valeurs de 

\^1 ^ tL EL 
/\'^^y)y j » j » ^ 1» j j ♦ etc...., 
dx dy djT dxdy 

après avoir fait en même temps a:= et y = 0. 

Remarque. — Les séries de Taylor et de Maclaurin ont été éta- 
blies dans rhypothèse où la fonction proposée, 'et toutes ses déri- 
vées partielles conservent une valeur finie^ dans Tétendue des va- 
riations de X et de y ; elles ne peuvent donc être appliquées que 
lorsque ces conditions sont satisfaites. 



3. — APPUGATIONS AUX DËYELOPPEMENTS D£S FONCTIONS EN SÉRIES. 

60. ~ I>évoloppeinent des fonctions exponentielles. — Soit 
d'abord 

f[x) = a*. 

Les dérivées successives de cette fonction sont^ en prenant les 
logarithmes dans le système Népérien (83-87-38) : 

f{x) = a^log'a, r{x) = aHlog'aY, /»=«Mlog'a)', 

. . . ./'»(x)==a^(log'a)". 

On a au.ssi, pour la dérivée de Tordre n de aO^ (83-33-38), 

a^'(log «)". 

D'ailleurs, pour ar = on a «^ = 1 ; donc, l'application de la for- 
mule de Maclaurin (57. 1) donnera 
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^ xlog'a x*(\og'ay x*(log'aY x'^jlog' a)n 

^ 1 ^ 1.2 ^ 1.2.3 ^ ^1.2.3.... n ' 

â?* (\ Off ' (l) * 

Or, a^' est une quantité finie ; le second facteur — * ■ ^ tend 

1.2.3.... n 

vers zéro, quand n croît indéfiniment (65) ; par suite, la série 
^_ ^logVfl a?» (log^ ay x'ilog'ay 



1.2 ' 1.2.3 
est convergente, et a bien pour somme a*. 

Ol. — I>éveloppam6nta de e^ et de e-^. 
1*. — LêU fonction 

f(x) = e (1) 

donne lieu à des dérivées successives égaies à elle-même (87), qui 
deviennent Tunité pour aî = 0. Les dérivées de c^* sont aussi e®*. 
On aura, conséquemment, par la série de Maclaurin (67. 1), 

Le facteur e®* est une quantité finie ; l'autre facteur tend 

^ 1.2.3... n 

vers zéro à mesure que n augmente (66), de sorte que le dernier 
terme a pour limite zéro. La série est donc convergente et peut être 
appliquée. 
2". — Pour développer 

f{x) = e-^, 

il faut remarquer que les dérivées successives de cette fonction 
sont (ô7) : 

— <?-^ H- e-*, — é?-^ + «-', — , 

et ainsi indéfiniment, les termes étant alternativement positifs et 
négatifs. En faisant ar=0, on obtient 

—1, +1, —1, +1, — ; 



la fonction elle-même est égale, dans ce cas, à Tunité. 
L'application de la série (67. 1) donnera 
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X X* a?' X* . 

1 1.2 1.2.3 1.2.3 H 

Comme ci-dessus, le reste tend vers zéro. 

6d. — Développements de sin x et de cos x. 

1*. — Les dérivées successives de 

f(x) = sin X {{ ) 

sont (39. 3*) : 

cos a?, — sino?, -^cosj7, +sin j:,H- ; 

en faisant a? = 0, on obtient la période 

+ 1, —0, —1, +0, + 

La fonction se réduit à zéro pour a; = Oy et f^{Hœ)^^cou^x pour 
7i=:4m + l, m étant un nombre entier positif ; on aura, par con- 
séquent, en s'arrêlant à ce terme (57) , 

X x^ x^ ^ ^ 

sin j:==- — T-r-:;H H ttz. cos Ojî. 

1 1.2.3^1.2.3.4.5 1.2.3.4.5... .n 

Mais cos 6j? est fini, et l'on sait (65) que a pour li- 

1.2.3.4.5.... 71 

mite zéro^ lorsque n augmente indéfiniment. 
2*. — Pour la fonction 

f(x)=iCOSXj (3) 

on a va (30. 4*) que ses dérivées successives sont : 

— sinx» — cosx, +sinx, +cosar, , 

ou, en faisant x=Oy 

— 0, —1, +0, +1, — ; 

on trouve aussi, dans cette hypothèse, zéro pour la valeur do la 
fonction. Donc^ on aura (57) 

cosj?=l 1 — ^rr-rr; cos6x, (4) 

1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.. ..w ^ ' 

on supposant n pair. Le reste a encpre zéro pour limite. 



74 CALCUL DIFFÉRENTIEL 

es. — Développements de log' (l-f ^) et de log' (i— 0?). 
Soit à développer 

Les dérivées de celte fonction sont successivemcnV (18-19-38): 



r{x)=+i.2{\-^x)-\ ^ =+1.2, 

•8 
. o .... 

Ci- 

/»-»(a?) = ±1.2....(?i— 2) (l+j:)-»-»-», -. =±1.2.. ..(w— 2), 

/'«(a:)=qzl.2....(w— 1) (l+-x)-\ =qfi 1.2....(w— 1). (1) 

D'ailleurs, dans Thypothèse où^ = la fonction devient 

log'(H-a:) = log'l=0; 
par suite, on aura (57. 1) 

log'(l+x)=---+-_.. ±_:p-(,+e.)-. 

Le reste revient à 

x^ ( i Y if X Y 

On voit de suite que la valeur de x ne peut être supérieure à l'u- 
nité, car dans ce cas les termes deviendraient iniiniment croissaîilSy 
et la série serait divergente. Mais, pour j: = 1 ou >0, la série sera 

convergente^ puisque (- r- ) pourra devenir aussi petit que Ton 

voudra. Donc, dans ces conditions, la série exprime bien la valeur 
de log(l+ar). 

Si maintenant on suppose a:<0, on posera j: = — v ; abstraction 

1 / V Y 
faite du signe, le reste pourra s'écrire - l j r-; ) ; sous cette 

i 
forme, on reconnaît bien que - , Tun des facteurs, tend vers zéro 

n 
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quand n augmenle au-delà de toute limite ; mais on ne peut savoir 

quel est celui des termes de la fraction r- qui est le plus grand ; 

on ne peut dire, par conséquent, si la série est converge^ite. 

Pour le reconnaître, il faut avoir recours à la deuxième forme du 
reste de la série de Maclaurin, qui est (57. 2) 

j;n(l_9)n-l 



4.2.3 (n — 1) 



Faisons x= — v, la valeur absolue de ce reste sera, sachant que 
d'après (1) /•*(ea:) = 1.2 {n—i) (1 — 6^)-^ 



{4 — Hvf ^^ 

V 



\1— 6v/ 4— Ou ' ^^^ 



L'un des facteurs j r- de cette dernière expression est une 

quantité finie, et si v est plus petit que l'unité, l'autre facteur 

étant une fraction tant que v reste supérieur à — 1 , sa puissance 
tend vers zéro à mesure que ?i augmente. 

La série est donc convergente^ pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre les limites + 1 et — 1 ; elle est convergente pour x={^ 
mais non pour x=: — 1 . 



u — Pour développer 

f{x)=\o^'{i-x), 

on aura successivement : 

1 — X 



r{x)=-.i{i-x)-*, • A =-1, 

r{x) = -.\.2{i-x)-\ ^ =-1.2, 






/•«-i(j:)= — 1.2.. .(w — 2)(1— x)-«+S - = — 1.2 (n — 2), 

/*(a:)==^— 1.2....(n— 1)(1 — a:)-«, =—1.2 (w — 1). 

La fonction se réduit à zéro quand x={S\ on aura par suite^ en 



(1-e)"-* 

— X^r \ — -- . OU 
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prenant la deiiadème forme du reste (63. 2), qui seule permet d'en 
reconnaître les variations, 

X X^ X^ j:*""* 

iog'(i— x)=— j— -— -j— ~;izi 

— a?*(i — e)*-i (1 — ea:)-* . 

Ce reste peut encore s'écrire 

(1— Ox)*' "" ~i_eU_eJ ' 

et Ton voit que pour x <C 1 , le facteur entre parenthèses étant lui- 
même plus petit que Tunité, sa puisssance peul devenir aussi petite 

que Ton voudra ; il en est de même du premier facteur—^ — • ; par 

1 —0 

conséquent, ce reste tend vers zéro lorsque n augmente au delà de 

toute limite. La valeur de x peut descendre jusqu'à — 1, sans que 

ce reste cesse de tendre vers l'infini ; donc, pour toutes les valeurs 

de X comprises entre +1 et — 1, la série sera convergente. 

Remarque. — On ne peut développer directement la fonction 
y = log' j:, parce que quand on fait .jc = 0, cette fonction et ses 
dérivées deviennent infinies. 

65. — Les deux développements obtenus aux numéros 63 et 
64 qui précèdent, donnent par voie de soustraction, 

/l+x\ fx x^ x^ \ 

En faisant 

i-\-x l+n 

4 — X n 
1 



d'où , ^ = " ^ > 

l+2n' 

et en remplaçant, on trouve 



+ 



(2«+l) 3(2»+!)^ 



+r7STTT7.+ ) 



6(21»+ 4)' 



APPLICATIONS ANALYTIQUES Tî 

— Cette formule permet de trouver la différence des logarithme^ de 
deux nombres consécutifs, et par cela même, de tous les nombres, 
en donnant pour valeurs saccessives à n, la suite des nombres 

naturels 1.2.3 Cette opération ne se fait pas pour les nombres 

pairs, parcequ'il est plus simple de faire la somme des logarithmes 
de leurs facteurs. 

Lorsqu'on a déterminé par ce moyen les logarithmes népériens 

ou hyperboliques y il est commode de passer à un autre système^ 

puisqu'on a 

«* = <?•. 

Pour les logarithmes vulgaires dont la base a = 10> on aurait 

1 
V log' 10 = w, qui donne v = — r— u ; d'où l'on déduit le module 

log 10 

* * - = 0,4342944819 



log 10 2,3023850930... 

66. — I>éveloppem6nt de (1 + x)^. La fonction 

f{x) = {i+x)^ (1) 

devient égale à l'unité en faisant u:=0. 
Elle a pour dérivées (18-38), 

/' {x) = m{\ + xr-\ 

f {x) = m (w — 1) (1+ x)^^, 

f" (x) = m (m — 1) (m — 2) (1 + x)«-», 



• ■ • 



/••(x) = m(»n— l)(m — 2)( )(OT — n+l )(!+«)"-•. 

Si) faisant x = 0, ces dérivées seront : 

/' (0) = m, 

r(0) = m(m-i), 

/" (0) = m (m — i) (m— 2), 



f*(0) = m{m — i){ )(»»— M+l); 

et la série de Maclaurin donnera 
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,. , , m m(m — 1) , m(m — 1) (m — 2 , 

(H-a:'»=H — x-\ i— - — -'x'H ^ —^ x'+ 

^ ^ 1 1.2 1.2.3 

m (m — 1) ( )(m — n + 1)* ^ ^ 

'^ 1.2. . . . . ;» :î^^«(l+ex)«-», (2) 

m 

qui est la formule du binôme complétée par le reste. 

Dans cette série, le rapport d'un terme quelconque de rang p au 

m — /> + 1 
précédent, est x\ pour que la série soit convergente^ il 

faut (Séries 3) qu'il soit inférieur à Tunité ; ce qui exige que x soit 

compris entre +1 et — 1. 

Nous allons montrer que le reste tend vers zéro, lorsque x afTecte 

une des valeurs intermédiaires. Pour cela, décomposons le premier 

facteur 

m (m — 1) ( ) (m — n+ 1) 

1.2 n 

en d'autres facteurs, de la manière suivante : 



x\ (3) 



mhn — 1)( )(m — m) ,, — 1 — 2 m + l — n 

i L2 Ll - j;***+^ x X X 

1.2 m(m + l) m+2 m+3 n ' 

en prenant pour le numérateur du premier, la dérivée de Tordre 

m + 1. On sait que celle dérivée doit être nulle, et on voit qu'elle 

l'est en effet, puisqu'elle contient le facteur partiel m — m = 0. Le 

facteur 

m[m—i){ )(m — in)^^^^ 



1.2.. ..m(mH-l) 



x^ 



est donc nul. Les autres facteurs partiels convergent vers — x, et 
sont inférieurs en valeur absolue à x. Il en résulte que la valeur ab- 
solue de leur produit est inférieure à a:"; par suite, ce produit tend 
vers zéro quand n augmente indéfiniment. On voit aussi que l'autre 

facteur (2) 

(1+0. r)"»- 



i— n 



est plus petit que l'unilé pour jc > 0. Donc, le reste tend vers zéro 
à mesure que n augmente. 

Si l'on a j:< 0, il faut, pour savoir si le reste tend Verâ zéro, 
prendre la deuxième forme (56), 
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m(iw-i-l)( ^{m — w + 1) ^.^ Av i/- A V 

_i ^^^ ^/<^^^ / X* (1 -e)«-« (1 - x)^\ 

Faisant v = — x, ce reste pourra s'écrire en valeur absolue, 
m(m — 1)( )(m — n+1) ,. ^v ,,. 

_J — ^^' ^^_^^ i«-(i-e)-' (i -e«)"-« ; 

comme 
et que 

le produit des deux derniers facteurs peut être transformé en 

qui tend vers zéro alors que v reste compris entre +1 et — 1. 
Ainsi la série (1) exprime bien la valeur de (1 4-a:)"*, pour toutes 
les valeurs de x comprises entre les limites + 1 et — 1 . 

67. — La série de Maclaurin s'applique aussi au développement 

de la fonction 

f{x) = (1 - x)^ . (1) 

On trouverait par les mêmes procédés, 

,. , . m m(m — 1) , m(m — ^)(m — 2) , . ,^ ,^, 

{l-x)^i-jx+ ^^^ V ^—jj^ -V+....±R«, (2) 

qui est toujours la formule du binûme, dans lequel le reste tend 
vers zéro. 

— La série de Maclaurin s'applique encore aux fonctions (66.1) 
et (67.4), lorsque T exposant m est négatif. 

— // est facile de déduire du développement obtenu pour 
(1 +z)"*, celui de (a + 6)"*; il suffit pour cela de multiplier tous les 
termes par o^; le premier membre (66.2) deviendra, en effet, 

a^ (1 + ar)'*= (a + ax)^ ; 

et si, supposant 6 < a, on fait x=- , on aura bien (a + ô)**. 

a 

6 
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De même, si après avoir obtenu le développement de (1 — j:)** 
(67.2), on multiplie tous les termes par a*, on obtiendray dans 
l'hypothèse qui précède, [a — è)"*. 

68. — Formule de Moivre. -— Reprenons les développements 
trouvés (61.2) et (60.2), pour e^ et pour sin x. 

Dans le premier changeons x eux \/— 1 , et multiplions tous les 

termes du second par y] — 4 , il viendra respectivement : 



c'^-* = H — \ — : — 

x 



i 4.2 4.2.3 4.2.3.4 4.2.3.5 

6 



1.2.3..6 



(*) 



Retranchant la dernière égalité (2) de la première (4), on trouve 

Or, le second membre de cette égalité n'est autre (6». 4) que le 
développement de cos x ; on aura donc 

ou en changeant «r en — x ^ 

g^W-i __ çQs ^ — gin ^^ — i , (4) 

Les formules (3) et (4) donnent : 
4*, en les ajoutant^ 

2 cos a; = e*v^+ 6-*v^-i ; 
2°, en les retranchant, 

2 sin xyf^ = c«V" _ ^-«V-i . 

D'ailleurs, la formule (3) étant générale, est encore vraie pour 
mxy et 1 on aura aussi 
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^mxv—i —- ÇQ^ YHx + sin mx yj — 1 ; 
comme 

on obtient en définitive 

(cosoT + sin jrv' — l)* = C08 7WJ: + sîni>ia:v — 1, 

relation connue sous le nom de formule de Moivre, qui peut s'éten- 
dre aisément à m quelconque, et avec laquelle on trouve les déve- 
loppements en séries de 

sin mx, et de cos mx. 



A - M AX»A ET MINIIU DES FONCTIONS. 

69. — Maxixna et minlma des fonotions d'une seule va- 
riable* — La représentation graphique des fonctions a montré 
(16-1*7) qu'elles étaient croissantes ou décroissantes, selon que le 
coêfficietit différentiel ou la dérivée était positive ou négative. Cette 
corrélation peut se déduire de la formule trouvée (4e8), 

f(,r+h)-f{x) = hf'{x+^/i). (1) 

L'expression ci-dessus (1) indique, en effet, que le premier mem- 
bre changera de signe avec /t, et que la fonction sera croissante, 
toutes les fois que /*' (./•) conservera une valeur positive, dans une 
très petite variation de x à .r-f- A. Si au contraire, f'{x) est néga- 
tive dans l'intervalle considéré, la fonction sera décroissante. 

En attribuant toujours à h une valeur très petite, on peut avoir 
une fonction qui soit croissante depuis une certaine valeur de la 
variable x, comprise entre a — h et a, et qui soit décroissante de- 
puis a jusqu'à a+// ; la valeur de la fonction pour x=a, c'est-à- 
dire f{a) est un maximum. 

Inversement f{a) sera un minimum, si la fonction croit depuis a 
jusqu'à a-^hj après avoir été décroissante depuis a — A jusqu'au. 
On appelle donc maximum ou minimum d'une fonction, une va- 
leur plus grande ou plus petite que toutes celles qu'elle prendrait, 
en donnant à la variable des valeurs aussi voisines que l'on voudra, 
au-dessus ou au-dessous de celle qui lui a été attribuée. 
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Il résulte de ce qui précède, que la valeur de la dérivée / '(^) cor- 
respondaut à un maximum ou à un minimum, doit être égale à 
zéro puisqu'elle prend des signes contraires, lorsqu'on donne à la 
variable des valeurs très voisines, au-dessus et au-dessous de a. 
En d'autres termes, l'accroissement de la fonction ou la différence 
f{X"\-h) — f[x) devant être négative pour un maximum, et positive 
pour un minimum, et cela quel que soit le signe de A, il faut né- 
cessairement que f {x) == 0. 

Mais, si la première dérivée s'annule^ on aura (48) 

/(.r+/0 - f[x) =^f" (0;+ e/0 ; (2) 

et si f' {x) n'est pas nulle, comme A* est toujours positif quel que 
soit le signe de /^, il y aura maximum ou minimum^ selon que 
cette dérivée seconde sera négative ou positive. 
Lorsque au contraire f' {x) = Q, il vient (-48) 

/(x + A)-/-(^) = ^g r{x + hh) ; (3) 

de même que pour (1), il ne peut y avoir maximum ou minimum 
que si f'"{x) est nulle ; cette dérivée d'ordre impair changeant de 
signe avec A, dont la puissance de même ordre n'admet pas les 
deux signes. 
On a encore (48) pour f" {x) = 0, 

/(x+A)-/(a:)= j^/'v(^ + e/O; (4) 

ici comme pour f'^[x) dans (2), le signe de f^^ {x) est indépendant 
de A, et il y aura encore maximum ou minimum, selon que cette 
dérivée sera négative on positive. Sans pousser plus loin cette ana- 
lyse, on peut donc formuler le principe et la règle suivants : 

Pour qu'il y ait maxiinum ou minimum^ il faut que la première 
dérivée qui ne s'annule pas soit (tordre pair ; dans ce cas, il y aura 
maximum ou minimum, selon que cette dérivée sera négative ou 
positive. 

— D'où il suit que pour trouver les maxima et les minima d'une 
fonction d'une variable, il î^xxi, égaler sa première dérivée à zéro. 
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tirer les racines de f équation aimi obtenue, et les substituer dans 
les dérivées successives de la fonction. Si la première dérivée qui ne 
s'annule pas par celle subslilution est d*ordre impair, il n'y a ni 
maximum ni minimum ; lorsqu'elle est d'ordre pair on a un mini- 
mum ou un maximum, selon qu'elle prend le signe plus ou le signe 
moins. 

70. — Remarque. — On rencontre quelquefois des fonctions — 

principalement dans la discussion des courbes, — dans lesquelles, 

au lieu de prendre la valeur zéro, la dérivée f (x) devient égale 

à rin/iniy en donnant à la variable une valeur particulière x=ay qui 

répond à un maximum ou à un minimum ; c'est-à-dire que cette 

dérivée est positive ou négative, dans l'intervalle compris entre 

x = a — Aetx = «; elle devient au contraire négative ou positive 

depuis a: = a jusqu'àa:=a + A. 

— Soit par exemple la fonction 

3 

f{x)=ii + -x\' 

Elle a pour dérivée 

f (x)•=x~'^- 



y| x 

Celle dérivée prend la valeur infinie lorsqu'on fait j:=0; elle 
passe du négatif au positif et inversement, en même temps que x. 
Pour celte valeur particulière /(O) de la variable, on obtienl un 
minimum qui est l'unité. 

Tl. — Btant donnée la somme constante c de deux fac- 
teurs variables v et x^ déterminer quand leur produit y sera 

an maximum. — L'énoncé de la question donne lieu aux équations 

î; + ar = C, et y = vx, 

qui fournissent 

y = cx — x^. 

Faisant la dérivée du premier ordre égale à zéro, il viendra 

y=^=f'ix) = c-2x = Q, 

qui donne 

c 
x = - • 
2 
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La dérivée du second ordre est 

f"[x) = -2, 
et comme elle est fiégalive, la valeur trouvée x = ' est bien un 

maximum, La valeur de l'autre facteur sera aussi-. Par consé* 

2 

quenty le produit vx sera maximum lorsque les deux facteurs se- 

ront égaux, 

78. — On donne le volume d'an oylindre, et l'on demande 
de fixer ses dimensionSy de manière à ce que sa surflace soit 
un minimum. 

1* — Supposons d'abord le cylindre fermé à sa partie supérieure. 
Soient v le volume donné, et s la surface du cylindre, dont x est 
le rayon et y la hauteur ; on aura 

s =2tzj^ -h 2T:xt/ , (1) 

et 

v = %x^y. (2) 

La dernière équation donne 

V 

Remplaçant // dans la première, il vient 

2y 
s = It.x^ h- — = 2 (ttx» + vx-*) , (3) 

X 

équation qui répond à la condition que le volume soit constant, et 
qu'il faut rendre minimum. 
Pour cela, égalant la première dérivée à zéro, on aura 

4x.r— .2ra:-*==0; 
d'où Ton tire 

4^jc' = 2r, 




soit ^=V/ — • W 



r 
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La dérivée du deuûème ordre est 

4-H — j, 
a?' 

ou d*aprës (4), 4 w + 8 tt ; 



itive, x = xyJL 
V 2?: 



et comme elle est positive, x = m 7 — répond bien à un minimum. 

V 27Î 

Pour faire intervenir y, remplaçant dans (4), v par sa valeur dé- 
duite de Téquation (2), on aura 



V 27U ' 



ou a:»=-^, 



qui donne 

y=2 



\ 2^ 



s 
et 



C'est-à-dire que 5 sera minimum^ lorsque la hauteur du cylindre 
sera égale au diamètre de la base^ et que Ton aura (1) 

soit 

4 

2o. — Dans le cas où le cylindre serait ouvert à la partie supé- 
rieure, la surface totale deviendrait 

ou, en substituant à y sa valeur, 

2v 

s = t:x^-\ = iTj:' + 2t?ar-^ 

X 

La dérivée de cette expression égalée à zéro donne 



2(„^_l) = 0, 



86 CALCUL DIFFÉRENTIEL 

qui fournit 



^/r3 = 



I» 



X' = V ^ 



il en ressort 



.=^ 



La dérivée du deuxième ordre est 



4 t? 

27:+ —, ou 2tc + 4^ ; 



X' 



puisque elle est positive^ la valeur a: =%/- est bien un mifit- 



«• 



mum ; elle devient en fonction de y, 

^ I Tzx^y 
X =%/ ^ , donnant a:' = a: 'y , 

d'où, 

s/v 

Donc^ la surface est minimian quand la hauteur est égale au 
rayon de la base, et cette surface minimum a pour expression 

5==77a:"H-27:a:' = 37:x', 



Le volume 



= 3 w 1 /""j = 3 v'r V*. 



r = TT ar' ou t: y'. 



73. — Mazima et minima des fonotlonB de deux variables* 

— Soit une fonction 

f(^, y) (1) 

de deux variables indépendantes x et y. On dit que cette fonction 
est maximum pour x=a et y=b, quand la valeur / (a, b) est plus 
grande que celles /(a + A, ô H- ft), qui la précèdent ou qui la sui- 
vent, dans un intervalle aussi petit que Ton voudra ; les quantités 
k et II étant des accroissements positifs ou négatifs. La fonction est 
minimum, lorsque pour les mêmes accroissements positifs ou néga- 
tifs, la fonction f(a-\-h, b + k) est plus grande que f{a,b). 
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Supposons que le rapport arbitraire des accroissements soit 6, de- 
manière que k=thj et développons par la formule de Taylor 
(B8.4), la fonction obtenue /(ar + A, y + eA), dans laquelle on 
admet que x = aet y=^b; nous aurons, après avoir fait passer 
/(ar, y) dans le premier membre, 

.. rr . f'idf df\ h' (d^f 
/(.+/,, 5,+.,,)- Ax,y) = f(£+.fjH-j3(^ 

dV . rf*/\ 

+''ià^'m+ <'> 

Or, il faut pour qu'il y ait maximum ou minimum, que la diffé- 
rence qui constitue le premier membre, conserve son signe pour 
les accroissements positifs, aussi bien que pour les accroissements 
négatifs de h et de k (6S). Il est évident qu'il doit en être de 
même du second membre de Tégalité. 

Mais on démontre en algèbre, que lorsqu'un polynôme q^\, ordonné 
par rapport aux puissances croissantes d'une variable h, le premier 
terme finit toujours par donner son signe à tout le développement, 
quand on suppose h suffisamment petit. Comme dans l'expression 
(2),lc coC'fficient h de ce premier terme est à la première puissance, 
et ne peut, eonséquemment, prendre deux signes, on est en droit 
de conclure qu'il ne peut y avoir maximum ou minimum, sans que 
ce premier terme s'annule ; il faut donc que 

dx dy 

D'ailleurs, cette condition doit être remplie quel que soit le 
rapport s ; on doit avoir pour chaque terme 

^f ^ àf ^ 

j- = et T = ^\ 

dx dy 

par suite, les valeurs particulières « et 6 de x et de y, doivent être 
comprises parmi les valeurs admises par ces deux équations. 

Supposons qu'elles satisfassent à cette condition, et cherchons à 
déterminer dans quels cas on aura soit un maximum, soit un mini- 
mum. Il faut, avons-nous dit, pour avoir un maximum, que la dif- 
férence indiquée par le premier membre de l'expression (2) soit 
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négative ; le premier terme du second membre étant nul, le second 
donnera son signe au développement, toujours dans Thypothëse 
où h est suffisamment petit , il faut donc que ce deuxième terme 
en h^ soit négatif'^ ce ^m exige que Ton ait 

—^ + 2 € — ^ + e*— ^<0. 
dx * dx dy dg* 

Faisons pour abréger : 

dV d^f ^ dH 

dx^~ ' dydx~ ' dy'~ ' 
on doit avoir 

A + 2 Be-+-C£«<0. 

Diaprés les propriétés des trinômes du second degré, cette 
inégalité ne peut exister que lorsqu'on a 

C<0; 

et comme c est arbitraire, on doit avoir aussi, pour que le trinôme 
conserve son signe, 

B* — AC<0. 

On ferait voir de la même manière que pour un minimum ^ 
le trinôme devant être et demeurer positif quel que soit e, on doit 
avoir en même temps : 

C>0, et B« — AC<0. 

Lorsque le deuxième terme en A* du développement s'annule 
pour les valeurs particulières x=^a ci y=b^ le troisième contenant 
une puissance impaire de h, ne saurait donner lieu à un maximum 
ou à un minimum ; il faut qu'il s'annule également, et Ton sait 
aussi que dans ce cas ,il y aura maximum ou miîiimum, selon que 
le terme suivant en A* prendra une valeur négative ou positive. 

Remarque. — S'il s'agissait d'une fonction de plus de deux varia- 
bles indépendantes^ on montrerait par un raisonnement analogue, 
qu'il faut procéder de la même manière ; mais cette recherche ne 
présente aucun intérêt pour les applications ordinaires. 
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VI. — APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 



T'4. -^ Tangentes et normales aux oourlMis planes. — La 

manière d'envisager la tangente comme limite des positions succes- 
sives d'une sécante, assujettie à passer par deux points dont Tun 
se rapproche indéfiniment de celui que Ton considère, conduisit à 
la découverte du calcul différentiel, et ses principes en furent d'abord 
appliqués à la théorie des courbes. Nous allons examiner quel- 
ques-unes de ces applications. 

Soit donnée une courbe ayant pour équation 

Pour trouver la tangente en un point qui a x et y pour coordon- 
nées, il faut s'appuyer sur la définition donnée, en considérant un 
second point sur la courbe. Si x-^^x et y-h A y sont les coordon- 
nées de ce dernier point, Téquation de la sécante qui les réunit 
sera, en désignant par X et Y les coordonnées courantes (Voir 
analyt.)^ 

V (y+Ay) — y ^^ 

^ (a? + A .2?) — x^ ^ 

ou 

Y-y=^(X-;r). 
Ax ^ ^ 

Mais si la sécante, passant toujours par le point x, y, devient 

tangente en ce point, c'est-à-dire, si elle tourne de manière à ce que 

l'autre point se rapproche indéfiniment du premier, A a: et A y ten- 

Ay 
dront à la fois vers zéro, et le rapport -r— tendra vers la dérivée 

^y f , 

— =zy = f (x) de la fonction /" (x) ; par suite féquatiofi de la 

tangente sera 

Y-y = y'(X-x), (1) 

ou 

Y-f{x)=f'{x){X-x). (2) 

•75. — Remarques. — I. En faisant dans l'équation (2), X=a:+A, 
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h élant un infiniment petit, l'équation de la tangente deviendra 

La valeur de Tordonnée f(x H- h) qui correspond à Tabscisse 
œ + h, est, d'après la formule de Taylor (55.5), 

f{x+ h) = f{x) + r [x) h+r k^) T-k + r^^) ^'' 



1.2 • ' ^ 1.2,3 
on aura, en i'etranchant celte expression de la relation (1), 

Y_/(x+/,)=-r(x)i-;rwj|3. 



. . • . 



par suite, la différence entre les ordonnées de la tangente et de la 
courbe^ qui correspondent à une abscisse infiniment rapprochée du 
point de contact, e$t une quantité infinifnent petite du second ordre, 
IL — Si deux courbes sont tangentes^ en menant leur tangento 
commune, les différences respectives de la tangente et de chaque 
courbe, prises dans les conditions qui précèdent, étant des infini- 
ment petits du second ordre, la différence entre lès ordonnées des 
deux courbes^ — somme ou différence d'infiniment petits du second 
ordre, — sera elle-même un infiniment petit du second ordre (il). 

76. — Tangente à la circonférence. — L'équation de la cir- 
conférence, rapportée à deux axes rectangulaires passant par son 

centre, étant 

y^ + x' = r\ 

si l'on applique à cette expression la règle des fonctions implicites 
(3Ô), on obtient pour dérivée 

dy X 

dx y 

La tangente au point dont les coordonnées sont x et y, sera par 
conséquent (^-é.l) 

Y-y = --(X-^); 

y 

équalion qui donne en eflcctuant les calculs et en réduisant, 
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Y7j + Xx = y^ + x^ = r\ 
une constante, 

^"7. — Tangente à Tellipse. — Cette courbe ayant pour équa- 
tion, lorsque ses axes coïncident avec les axes coordonnés, 

la dérivée sera (3d) 

dij Vx 

dx a^y^ 

et la tangente aura pour équation ^7*4.1) 

78. — On trouverait de la même manière, que la tangente à 
C hyperbole dont l'équation est 

a* y* — 6* a;' == — «^ A* , 
a pour expression 

b^x 

— Celle de la parabole qui a pour équation 

if=2px, 
quand les axes rectangulaires passent par le sommet, est 

Dans le cas particulier où Ton considère le sommet de la courbe, 

on a 

dy p 

ce qui montre que la tangente est perpendiculaire en ce point à 
l'axe des x. 

79. — Véquation trouvée i^'^ A) j fournit un moyen facile de 
mener une tangente à une courbe plane quelconque. 

Considérons la courbe AB (Fig. 4) ayant pour équation 

y = a-^, (1) 
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et soit M le point par lequel on veut mener 
(a tangente. La dérivée étant (ô7. Rem.) 

y' = log'a.< 

on prendra une longueur 

en joignant le point D au pied P de l'ordon- 
née, et en menant par le point M une paral- 
lèle à cette ligne, on obtiendra la tangente 
Fig. 4. demandée ; car on aura 

tang xMCP = tang OPD = -2 =y ^ 

X 

80. — Si ton a à moier une tangente à une courbe ayant pour 
équation 

'j=fM; (1) 

par un point extérieur, il est évident que les coordonnées y, , 
x^ de ce point doivent satisfaire à l'équation de la tangente ; si 
le point de contact inconnu est x, y, on doit avoir 

yi — y = r{x){x,—x). (2) 

Cette dernière équation et celle de la courbe donneront par leur 
résolution, les coordonnées x et y, 

— Enfin, on peut avoir à mener la tangente parallèlement à 
une droite donnée, et Ton sait que le parallélisme sera assuré, dès 
que ces droites auront le même coefficient angulaire ou d'inclinai- 
son a. 

Pour la courbe donnée (1) y=f[x), on doit avoir 

et généralement, lorsque Téquation de la courbe est donnée sous la 
forme implicite 

/(^,y) = o, (4) 

on doit avoir (38) 

^f^Ml = a. (5) 

Les équations (4) et (5) feront connaître les coordonnées x et y 
da point de tangence. 
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81. — (ht désigne sous le nom de sous-iangente, la portion de 
l'axe des x comprise entre le pied de l'ordonnée et le pied de la 
tangente. 

— La normale est la perpendiculaire menée à la tangente d'une 
courbe par le point de contact. 

— On nomme sous-normale, la partie de Taxe des x comprise 
entre le pied de l'ordonnée et le pied de la normale. Les équations 
de ces trois lignes se déduisent aisément «de celle delà tangente 

(74.1). 

i**. — Pour obtenir la sous-tangente, on fera dans Téquation de 

la tangente, Y = ; alors X représentera Tabscisse du pied de la 

tangente ; et, comme la sous-tangente sera égale à X — Xy il suffira 

de déduire de la relation obtenue, cette valeur X — x. On aura 

donc, d'abord 

— y--=y{X—x), 
et ensuite 

X-a: = -^. (1) 

D'après cela, la sous-tangente de l'exponentielle déjà vue (70. 1) 



sera 



X — «=— ^=— ^' * 



log' a. a^ log' a 

Cette sous-tangente CP (Fig. 4) est comiante ; et attendu qu'elle 
est négative^ on en conclut que le pied de la tangente est situé à 
gauche du pied de l'ordonnée. 

2*. — Les axes étant rectangulaires, — ce qui est le cas le plus fré- 
quent —, pour trouver F équation de la normale il suffit ( Voir analyt.) 

de renverser dans l'expression de la tangente (7-4. 1), le rapport - 
du coefficient angulaire, et de changer son signe ; il viendra 

3". — Enfin V équation de la sous-normale sera donnée par celle 
de la normale^ en faisant dans celle-ci Y = 0, et en tirant de Tex- 
presûon ainsi obtenue la valeur X — x^ on aura 
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y 



et 



X-y 

y' 



X-x = yy\ (3) 

On aurait pour la parabole, 

X — x = y?=/>, 
2/ 
relation qui indique que dans cette courbe, la sotis-normale est 

constante et égale à p ; comme elle est positive^ il en résulte que 

le pied de la normale est à droite du pied de l'ordonnée. 

— On pourrait avoir à mener la normale à une courbe par un 

point extérieur, ou parallèlement à une droite donnée ; mais nous 

ne nous arrêterons pas à résoudre ces questions, les procédés à 

employer étant analogues à ceux qui ont servi pour les tangentes. 



i. - CONCAVITÉ ET CONVEXITÉ DES UGNES PLANES. 



f. — Etant donné un élément MM' de la courbe C (Fig. S), si 
l'on joint ses extrémités, on dit qu'il est concave du côté de sa corde 
et convexe du côté opposé. Les tangentes menées par les extrémités 
se trouvent, pai' conséquent, du côté convexe. 

Gela posé, soit 

y = f{x) 

l'équation d'une courbe 
rapportée à un système 
d'axes rectangulaires, et 
soient x et x-\-h les abscis- 
ses qui répondent aux ex- 




Fig. 5, 



Fig. G. 



trémités M et M' de l'élément MM'. 

Considérons en premier lieu, deux fonctions représentées par les 
courbes C et C, toutes deux convexes du côté de l'axe Ox (Fig. 5 
et 6), ou plus généralement, du côté des y négatifs. On voit que 
dans la première le coefficient angulaire est positif, et que la fonction 
^%\, croissante (69). Ce coefficient angulaire ou dérivée f'(x) va aussi 
en augmentant, à partir du point M ayant pour abscisse x, jusqu'au 
point M' dont l'abscisse est x+A ; il est donc lui-même croissant^ 



9 


y^ > 


/ 


'^ 


^ 

-^c» 
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et en appliquant à la dérivée /' (x) le principe (69) ci-dessus rappelé 
pour la fonction f{x)^ on peut en conclure que sa dérivée fix) est 
positive. 

Dans l'élément MM' de la courbe C (Fig. 6), le coefficient angu- 
laire /' {x) est négatif, la fonction est décroissante, et Ton voit que 
/' {x) diminue en valeur absolue à partir du point M jusqu'au 
point M', il augmente donc, en réalité, puisqu'il est négatif; par 
suite, en vertu du même principe (69), f" {x) doit être positive. 

— On montrerait de la même manière, que les éléments MM' des 
courbes C" et C" 

(Fig. 7 et 8), tou- / 9 

tes deux conca* 
ves du côté des 
y négatifs, — le 
premier prove- 
nant d'une fonc- 
tion croissante , ^'»- '^' ^''^' ^• 
l'autre d'une fonction décroissante — , donnent lieu à des dérivées 
secondes f" (x) négatives. 

Ces divers modes étant indépendants de la position de Taxe des 
Xf on est en droit de dire que toute courbe y = f (x) tourne sa 
convexité ou sa concavité vers les y négatifs, suivant que fa dérivée 
seconde f"(x) est positive ou négative. 

83. — Points d'inflexion. — Lorsque dans une courbe le coef- 
ficient angulaire f'{x) de la tangente est croissant, jusqu'à un cer- 
tain point dont l'abscisse est x=a, et qu'il devient décroissant à 
partir de ce point, le sens de courbure change ; il en est de même 
ai, après avoir été décroissant^ le coefficient angulaire devient crois- 
sant. La courbe devient concave si elle était convexe, ou inverse* 
ment elle devient convexe si elle était concave. Ce point est appelé 
point d'inflexion, et dans ce cas la tangente passe de part et d'autre 
de la courbe. 

On a vu (69-70 Rem.) que pour cette valeur particulière de x, 
la dérivée f'{x) élait un jnarimum ou un minimum, et que 
f''(x) = ou 00. 

7 



04> 
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a4. — AppUoation. —Soit donnée une équation y ==/(â:), dans 
laquelle nous supposerons que f{x) soit un polynôme entier et ra- 
tionnel. Prenons par exemple Téquation 

y=2a;» — 3a:» — 3a;+2, (1) 

qui représente une courbe parabolique du troisième degré. 

La construction d'une courbe donnée par son équation s'obtient, 
on le sait, en donnant à x différentes valeurs, en cherchant les va- 
leurs correspondantes pour y, et en joignant les divers points dé- 
terminés par les coordonnées respectives ; mais cette construction 
est rendue plus facile et plus précise, en la faisant précéder de la 
disctission ; c'est-à-dire, en étudiant d'abord les variations de Tune 
des coordonnées, quand on fait varier Tautre depuis — oo jus- 
qu'à + 00 . 

Les dérivées successives de la fonction donnée (1), au nombre de 
trois, 5ont(l8-»ô-38) : 

y =6^:' — 6a:— 3, (2) 

y- = 12x-6, (3) 

y'^ = i2. (4) 

Poar trouver les maximum et minimum il faut s'appuyer sur la 
règle établie (60). Faisant la première dérivée égale à zéro et cher- 
chant les valeurs des racines, on a 

. _ ,-^=1,366, 

^ = 2=" V 4 + 2= 1-^ 

'—^=—0,366. 

Remplaçant x par ces valeurs dans y'^, cette dérivée ne s'annule 
pas et donne 

1*, y " = 1 , 392 , quantité positive, 

2", y'' == — 10,392, — négative; 

par suite, la première valeur correspond à un minimum 

y == - 2,5981 ; 
la deuxième, à un maximum 

y == 2,5981 • 
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En faisant dans Téqualion (1) j;=0, on trouve y = 2 qui est 
l'ordonnée du point D, où la courbe coupe Taxe des y. Si Ton fait 
en second lieu y = 0, on obtient 

1 
pour X les trois valeurs — I, - et 2, 

qui indiquent les points Â^ B, C où 
la courbe coupe Taxe des x. D'ail- 
leurs, y' est constamment positif 
pour toutes les valeurs de x comprises 
entre — oo et — 0,366 ; donc (69) y 
est croissant entre ces mêmes limites. 

A partir de j: = — 0,366 jusqu'à 
la valeur a? = 1,366, y' devient né- 
gatif et la fonction y devient décrois^ 
santé, pour redevenir croissante h 
partir de cette dernière valeur 1,366, 
jusqu'à X = 00 , valeurs entre les- 
quelles y ' est positif. 

On peut se rendre compte après 
cette analyse de la forme de la 
courbe, et la construction en est 
facile. 

Elle a été établie (Fig. 9) en la 
rapportant à des axes rectangulaires, 
et en prenant pour les ordonnées 
une échelle moitié de celle des abs- 
cisses. Les autres figures (10,11,12) 
représentent les dérivées successives 
à la même échelle, sauf la dernière 
y"* = 12, dont l'échelle des ordon- 
nées est le tiers de la précédente ; 
elle représente une parallèle à Taxe 
des abscisses, puisque le coefficient 
d'inclinaison est nul. 

La valeur de la tangente au point Fig. i^. 

A pour lequel j;ss=s— -1, sera donnée par la dérivée y'=6-H6 — 3=9. 




Fig. H. 



T. ^ 


L* 


Q 


SD 
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De même, les tangentes aux points D, B, C, ont successivement 
pour valeurs — 3, — 4, 5 et +9, Aux deux points M et N, le 
coefficient d'inclinaison ou la dérivée étant nulle,\es tangentes sont 
parallèles k Taxe des x. 

La deuxième dérivée y'' = i2x — 6 est négative, depuis les 

1 

valeurs de x comprises entre — oo et +- ; par conséquent (8S), la 

courbe (l) tourne sa convexité vers les y positifs pour toutes les 
valeurs de x comprises entre ces limites, et la convexité se change 

1 

en concavité à partir de a:= - jusqu'à x=cc \ car, pour toutes ces 

valeurs de x, la valeur de y" est constamment positive. Le point B 
où la courbe change de sens est un point d'inflexion (83), et la 
tangente en ce point passe de part et d'autre de la courbe. 
Cette courbe n'a pas d asymptote , puisque pour a:=oo on a 

aussi - = 00 . 

X 

M résulte de ce qui précède, que ]& première dérivée (2) du deu- 
xième degré représentée (Fig. 10), doit couper Taxe des x aux 
points M' et N', qui correspondent aux maximum et minimum de la 
fonction primitive. Elle a elle-même un minimum en B', qui cor- 
respond au point d'infleodon B dont Tabscissc est-, et qui a une 

valeur y' = 6 X Ô^* — 6 X 0,5 — 3 = — 4,50 . La tangente 
en ce point est donc parallèle à Taxe des x. Les tangentes aux 
points M' et N' ont les valeurs trouvées —10,392 et +10,392; 
elles sont également inclinées à droite et à gauche sur Taxe des x. 
La dérivée y "'=12 étant constamment joostVtW, la courbe (Fig. 10) 
tourne sa concavité vers les y positifs ; elle ne peut avoir des points 
d'inflexion. 

Celte courbe part donc de l'infini positif, pour se rapprocher de 
l'axe des x qu'elle coupe en M' ; elle arrive à son minimum en B' , 
se relève, et coupe une deuxième fois l'axe des x, en un point N' 
symétrique du premier, pour s'éloigner vers Pinfini positif. 

La deuxième dérivée (Fig. 11) est une droite qui coupe l'axe des 
X en un point B'", correspondant au minimum B' de y' , et au point 
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d'inflexion B de la fonction y ; elle a un coefficient d'inclinaison 
égal à 12 unités. 

Enfin, la dérivée du troisième ordre (Fig. 12), une comtaiite^ 
représente une droite LL' parallèle à Taxe des x, et située à une 
distance de 12 unités de cet axe. 



8. — COURBURE DES UGNES PLANES. 



. — La considération des tangentes donne une idée plus 
précise des courbes^ en ce qu'elle indique la direction suivant 
laquelle se trouvent les points voisins du point de contact, mais 
elle ne permet guère d'apprécier leur forme ; c'est pourquoi on fait 
intervenir la notion de courbure. 

Pour se rendre mieux compte de la courbure des lignes planes, 
on la compare à celle des arcs de cercles. Supposons donné un arc 
de rayon r (Fig. 13), sur lequel nous prendrons 
une longueur déterminée MM' ; menons les tan- 
gentes MA, M'B. L'arc considéré sera d'autant 
plus courbe, que l'angle aigu ACB formé par les 
deux tangentes, ou son égal l'angle au centre 
MOM', sera plus grand. Il s'ensuit que l'on peut 
prendre Fangle au centre^ pour la mesure de la 
courbure des cercles ; et comme cet angle, 
pour deux arcs de même longueur, sera d'au- 
tant plus petit que le rayon sera plus grand, on voit que la cour- 
bure varie en ^ens inverse du rayon. Donc, en représentant par s 
l'arc considéré, par a l'angle au centre, ou lare dont le rayon est 
l'unité qui lui sert de mesure, r étant le rayon, la courbure de F arc 

oc 
par unité de longueur sera -, et Ton aura 

a_l 
s r 

86. — Détermination du rayon de courbure. — Soit donnée 
la courbe AB (Fig. 14) dont l'équation est 




iOO 
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y^fix), 



(i) 



et proposons-nous de déterminer les rayons de courbure de ses 

arcs élémentaires très petits. Prenons pour cela, trois points très 

rapprochés M, M', M'' ; comme ils ne sont 
pas en ligne droite, on peut par ces trois 
points faire passer un cercle, qui différera 
d'autant moins de l'arc de la courbe que 
les points auront été pris plus voisins ; si 
maintenant on suppose qu'ils se rappro- 
chent de plus en plus, à la limite les arcs 
de la courbe et du cercle coïncideront^ et 
le centre correspondra à la rencontre des 
deux normales infiniment voisines. 
Pour cette position limite, le cercle est appelé cercle de courbure^ 

son centre est le centre de courbure^ et son rayon le rayon de 

courbure qu'il faut déterminer. 
Représentons par p ce rayon, par ds l'arc MM' et par rfa l'angle 

MCM', tous les deux infiniment petits, on aura pour la position 

limite 




Fig. 14. 



ds p 



d'où. p = 5jj 



Cherchons, actuellement, les valeurs de ds et de doc. Et d'abord 
ds, l'arc, peut être considéré à la limite comme égal à sa corde. Par 
suite, si i: et y sont les coordonnées du point M, a:H- Aa: et y + Ay 
seront celles du point très voisin M', et la considération du triangle 
rectangle MIM' fournira 



rf^= lim yj^a^ + AyS 



ou 



ds == yjdx^ + rfy* = dx ^i -+- y 



(31 



Quant à fifa, on le trouvera en remarquant que la tangente de 
l'angle au centre MCM', ou de son égal l'angle NDN', sera donnée 

a — d 
parla formule analytique ;-, dans laquelle a et cl expriment 

les coefficients angulaires des droites qui forment cet angle ; il 
viendra 
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y' - {y' H- dy') 



lang MCM' = 



i+y'<y'+dy')' 



Mais rinfiniment petit dy' étant négligeable à c6té de y\ et la 
tangente MCM' pouvant être remplacée à la limite par son arc, on 
obtiendra 

de sorte que l'expression (2) du rayon sera 

,=.,/ÎTF-.(-i^-)=-<-i^=. 

dx 
ou 

y 

On doit remarquer que la courbe considérée étant convexe du 
côté des y positifs, la dérivée y" doit être négative (8S) ; ce qui 
donne pour le rayon de courbure une vbXqxïv positive. Celte valeur 
est encxiT^ positive j quand la courbe considérée est convexe du cAté 
des y négatifs ; on sait que dans ce cas y" est positif, et Ton serait 
arrivé directement à l'expression 

y 

car la considération des tangentes aurait donné pour cette expres- 
sion, une valeur positive au numérateur. 

87. — Application. — Cherchons comme exemple, le rayon de 
courbure de V ellipse qui a pour équation 

ay + ÔV = fl«ô*, (1) 

lorsque les coordonnées se confondent avec les axes. 
La dérivée du premier ordre est (77) 

b^x 

y'= — T' (2; 

ahj 
celle du second ordre (d3-S4-38), 
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^ a^b^xy ' — a'ô-y 6* fxy ' — y> 






ou, ea remplaçant y' par sa valeur (2), et à cause de la relation (1), 



, *« /oy-MV\ _ A* 

^ ~~a*\ ay / ^»* 



Donc (86. S), 



P = 






et comme 



ahf 



,8 S 



on aura, en efTecluaut, 



«y Voly'/ 



^ / oryM-fl^AVNî ^ (ay+A*g«)î 

Le rayon de courbure aux extrémités du grand et du petit axe, 
sera donné en faisant : 

1*, y = et ar=a, ce qui fournit 

2*, a:= et y = A, et Ton obtient 

^~ a'b' b ' 

88. — DiiXérents ordres de contact. — La forme d'un élé- 
ment de courbe peut être appréciée encore plus exactement, quand 
on la -compare à d'autres courbes d'espèce plus simple, contenant 
dans leurs équations générales, plus de paramètres arbitraires que 
lecer cle. 

Considérons deux courbes C et C (Fig. 15) qui peuvent être 
sécantes, ayant un point commun en M. Il est évident que ces 
courbes seront d'autant plus voisines, que les cordes qu^elles inter- 
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ccptent, menées parallèlement à une droite fixe, seront elles-mêmes 

plus petites pour un même arc compté à partir du point M.La direction 

des cordes est d'ailleurs indifférente ; car, si Ton mène mn et mn' 

par un point m de Tune des courbes, le triangle mn?i' obtenu en joi- 

, , mn sin mn'n ,. . _ , 

ffuantnn , donne = -: , rapport nni, attendu que les 

mn sm mnn' 

angles enn etn' ne peuvent tendre vers zéro, pourvu que les cordes 
ne soient pas dans la direction de la tangente 
au point M. 

Supposons maintenant que les courbes 
soient tangentes en M, et que MT soit leur 
tangente commune ; leurs équations F (x) et 
/ {x) seront égales pour la valeur particulière 
Xi de la variable, répondant à l'abscisse du 
point M. Si Ton donne à la variable un ac- 
croissement infiniment petit A, les deux 
fonctions auront pour différence la corde ^r, un infiniment petit du 
second ordre (76. Rem. II). On dit dans ce cas, que le contcu^t est 
du premier ordre. Lorsque la corde est du troisième ordre^ le 
contact est dit du deuxième ordre ; et en général il y a contact de 
Fordre n, quand la distance entre les deux courbes, que nous sup- 
poserons désormais toujours comptée parallèlement à l'axe des ^, 
est un infiniment petit de F ordre n+1. Si cette distance est du 
premier ordre, il y a seulement intersection . 




Fig. iS. 



// résulte des définitions ci-dessus, que deux éléments de 
courbes seront d'autant plus voisins, que le contact sera d un ordre 
plus élevé. Mais pour reconnaître Tordre de contact, il faut cher- 
cher Tordre infinitésimal de qr, ou de son égal F (Xi+A) — f{Xyr\-h), 
Or, la formule de Taylor donne (B5) 

A* h} 

r'{x,)+—r^V(^x)+ 



et 

f{x,+h)=^f[x;) 



1 ^ (^*) 
1 



1.2 



1.2.3 



\r i^ù 



1.2 



/' {^.) 



A' 



1.2.3 



n^ù 



En retranchant membre à membre et en remarquant que 
f{xi) = F (xi), on aura 
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Il faut, comme nous venons de le voir, pour qu'il y ait contact du 
premier ordre, que qr soit du second, ou que le premier terme en 
h du second membre soit mil\ ce qui ne peut avoir lieu que lorsque 
F' [Xi) = f' (x^). Le contact serait du deuxième ordre, si Ton avait 
en outre F" (xj) = /" {x^) ; et en général, le contact serait de F ordre 
n, si toutes les dérivées consécutives jusqu'à celles du même ordre 
étaient égales. 

90. — Courbe osoalatrlce. — Soit donnée une classe de cour- 
bes représentées par l'équation générale 

? (^, y, «, *, <^, ) = ; (1) 

et soit proposé de déterminer les paramètres, a, b, c, , de telle 

sorte que cette courbe devienne aussi voisine que possible d'une 
autre courbe donnée 

y=m- (2) 

Ces deux courbes doivent avoir d'abord un point commun ; si 
Xiy i/i sont ses coordonnées, la première deviendra 

?(^i,yi, a. A, c, )=0. (3) 

Pour exprimer que le contact est de Tordre le plus élevé possible^ 
il faut prendre les dérivées successives (89) de y par rapport à a:, 
dans les deux équations, et les 6^a/ar jusqu'à celles de l'ordre n — 1, 
si les paramètres sont au nombre de n ; on aura de la sorte, entre 
ces paramètres, n équations de condition qui en détermineront les 
valeurs. La courbe obtenue sera de l'espèce indiquée par Péqua- 
tion (1) ; elle est dite osculatrice de la proposée (2), et le contact de 
ces courbes sera de l'ordre n — 1. 

91. — Supposons que a, p, y, , soient les dérivées succes- 
sives de la fonction y=f{x) prises par rapport à x, en faisant 
x = Xi et y=yi. La dérivée première de la fonction (90. 3) prise 
dans les mêmes conditions, sera (38.3) 
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dx dy' dx 

dy 
el en substituant à 7^ sa valeur a, on aura ]dL première équation de 

dx 

condition 

^ + ^ a = 0. 
dx dij 

On obtiendra de la même manière la deuxième équation, en pre- 
nant la dérivée seconde qui est (-45 3) 

dx* dxdy dx "dif \dx) dy dx^ 

. 1 . . du fduY . ^*y û 

et qui devient, en remplaçant -r^ par *> ( t' ) par ^ et ~ par p, 

— I -)- 2 — I- a -I 1 a» H — I p = ; 

dx- dxdy dy* dy 

et ainsi de suite 

La résolution de ces diverses équations donnerait les valeurs in- 
connues des paramètres. 

9d. — OercUm osoulateur. — Soit à trouver le cercle osculateur 
en un point x, y d'une courbe 

y=f{x\ (1) 

c'est-à-dire le cercle tangent à cette courbe, et ayant avec elle un 
contact du deuxième ordre. X et Y étant les coordonnées du centre et 
p le rayon, son équation générale sera 

(x-X)'+(y-Y)t = p'. (2) 

En différentiant deux fois il viendra (38) 

(x-X) + y'(y-Y) = 0, (3) 

et 

H-y''+y''(y-Y)=o. (4) 

U faut pour que le cercle soit osculateur à la courbe proposée au 
point Xy y, que leurs dérivées y et y'' soient respectivement égales. 
D'ailleurs, la relation (3) indique que le centre du cercle est sur la 
normale au point commun ; car elle montre que les coordonnées X 
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et Y satisfont à l'équation de la normale (81.2). De même,réqua- 
tion (4) exprime que le centre du cercle est sur la normale à \% 
courbe proposée, au point infiniment rapproché x-i-dx,y + dff, 
cette équation se déduisant de la relation (3), quand on remplace 
dans celle-ci x par x-i-dx, y par y^dy et qu'on simplifie. 
L'expression (4) donne 



y-Y = - 



y" 



En substituant cette valeur dans la relation (3), on a 
et Téquation (2) devient 

(i+yT 



d'où l'on déduit 









valeur obtenue pour Iç rayon de courbure (86.4), qui montre 
ndentilé enlre ces deux cercles. Celte valeur exprimant une lon- 
gueur absolue, doit être positive ; il faut par conséquent donner à 
l'expression (5) le signe + ou le signe — , suivant que y" sera posi* 
t if ou négatif ; c'est-à-dire, suivant que la courbe (1) tournera sa 
convexité vers les y négatifs, ou vers les y positifs (8S). 

— La relation (5) montre que le rayon devient infini lorsque y ^ 
est nul, et qu'il est nul pour y'' = oo . 

3. - COURBES ENVELOPPES. 

93. — L'équation 

f{x,y,a) = Q, 

contenant un paramètre arbitraire a, donnera lieu à autant de cour- 
bes, variables de forme et de position, que Ton attribuera de 
valeurs différentes au paramètre ; ces courbes formant ce que Ton 
est convenu d'appeler une famille de courbes. En faisant varier le 
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paramètre d'une manière continue, les courbes se succéderont elles- 
mêmes d'une manière continue ; et si elles sont infiniment rappro- 
chées, elles se couperont successivement en des points dont le lieu 
est appelé enveloppe des positions de la courbe. 

— On reconnaît aisément que chacune des courbes enveloppées est 
tangente à Fenveloppe. Supposons, en effet, qu'en donnant au para- 
mètre a des valeurs infiniment rappro- 
chées, on ait obtenu les trois courbes 
AC, A'C, A'C'CFig. 46), donnant lieu ^ 
aux intersections successives M et N. A*- 
L'élément MN qui joint ces deux points *^' 

infiniment voisins, est donc commun à l'enveloppe et à l'envelop- 
pée ; par suite, ces deux lignes sont tangentes. 

9-4. — Pour trouver r équation de (enveloppe à une courbe 

/(x,y,a) = 0, (1) 

il faut, s'appuyant sur la définition, considérer une autre courbe 

consécutive 

/(j:, y>û + Aa) = 0, (2) 

et chercher les coordonnées des points communs à ces deux cour- 
bes, ou le système de valeurs de x et de y qui satisfont à la fois 
aux deux équations. En les combinant par voie de soustraction^ on 

peut écrire 

f{x, y^a-h ^a) — f{x, y,a) — Q, 

ou 

f[x,y,a + ^a)'^f[x,y,a) ^ ^ 

Si dans cette dernière expression on fait tendre Aa vers zéro, 

elle deviendra à la limite 

fâ (x, y, a) = ; (4) 

alors, les deux courbes seront aussi infiniment voisines, leurs 
points communs appartiendront à l'enveloppe, et Téquation cher- 
chée résultera de Télimination du paramètre, entre les deux 
équations (1) et (4). 

En résumé^ pour obtenir téquation de t enveloppe d^une courbe^ 
il faut éliminer le paramètre a, entre téquation de cette courbe et 
sa dérivée prise par rapport à ce paramètre. 
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4. - DÉTELOPPÊES DES COURBES PLANES. 



i. — On appelle développée d'une courbe plane, le lieu de ses 
centres de courbure. 

On a vu (86-98) que les centres de courbure d'une courbe plane, 
se trouvent k la rencontre des normales infiniment voisines ; il en 
résulte que ces points de rencontre constituent la développée ; et 
comme chaque normale est rencontrée par celle qui la précède et 
celle qui la suit en deux points, ces points étant d'ailleurs infini* 
ment rapprochés, on peut en conclure que chaque wrmale à la 
courbe proposée^ qu'on appelle développante y est tangente à sa 
développée. 

Cette propriété peut être, du reste, démontrée comme suit : 

Soit y = f(x) 0) 

l'équation de la développante ; désignons par a et ^ les coordon- 
nées du centre de courbure, qui n'est autre qu'un point de la 
développée, et par x, y celles du point correspondant de la courbe 
développante, on a (9d) 

(^-ot)» + (y~p)' = p'; (2) 

différentiant deux fois, 

^— a) + (y — p)^ = 0, (3) 

La valeur de x fixant celles des autres variables, en lui donnant un 

accroissement h, qui corresponde à un point infiniment voisin du 

point considéré, les autres coordonnées prendront respectivement 

les valeurs a -H rfa, p + rfp ; et pour avoir la tmigente en ce dernier 

d^ 
point, il faudra chercher la limite du rapport — . Prenons pour 

Cela la dérivée de l'expression (3) par rapport à x, en observant que 
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iOO 



les quantités y, cl et ^ sont des fonctions de cette variable ; on 
aura 



et à cause de la relation (4), l'expression se réduit à 

dcL 
dx 



dx' dx 



ou 



dcL dx 



(6; 



Cette équation exprime que la tangente à la développée qui a 

rfs 

— comme coefficient angulaire, est perpendiculaire à la droite dont 
doL 

dy 
le coefficient angulaire est -7^ , ou à la tangente au point pris sur 

dx 

la développante ; elle est donc normale en ce point à cette courbe (i). 
Par suite, toute tangente à la développée est normale à la dévelop- 
pante, et réciproquement. 

96. — Xia longueur de l'élément de la développée, est égale 
À raccrolssement infiniment petit correspondant du rayon 
de courbure. — Considérons sur la courbe CD (Fig. 17), deux 
points M et M' infiniment voisins ; les nor- 
males menées en ces points sont, d'après 
ce que nous venons de voir, tangentes en 
O et 0' à la développée ÂB. Menons par le 
point M la tangente MT à la développante, 
et par le point une parallèle OP à cette 
ligne. 

Le rayon de courbure M'O' diffère de NO' 
d'un infiniment petit du second ordre (75) ; 
de même, NP diffère du premier rayon de 
courbure MO d'un infiniment petit du 
second ordre ; donc on peut considérer PO' comme la différence des 
deux rayons de courbure, en négligeant les infiniment petits du 
second ordre (il). Pareillement, PO' diffère de Tare 00', d'un 
infiniment petit du second ordre, que Ton peut négliger ; ce qui 




Fig. 17. 
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permet de considérer celte quantité comme laccroissement du 
rayon de courbure, et ce qui démontre le principe énoncé. 

D*après cela, si Tare de la développée AB correspond à la partie 
de développante CD, la longueur de cet arc sera égale à la diffé- 
rence des rayons de courbure extrêmes. De sorte qu*en supposant 
un fil inextififfuible enroulé sur AB, une de ses extrémités étant 
fixée en B, l'autre extrémité supposée en C tracera, — en le faisant 
dérouler et le maintenant constamment tendu, — la développante 
CD à laquelle il est normal dans toutes ses positions. 

97. — Etant donnée une courbe ayant pour équation 

?{a>P) = 0, (1) 

pour trouver F équation de sa développante j on prendra les relations 

JP — a + (y-p)^=0, (2) 

(|)'+*-Hg=o. (3) 

qui ont servi à déterminer le cercle osculatcur, et à établir la pro- 
priété des développées (9S-95). Il est évident que réquation cher- 
chée de la développante, résultera de télimination de oc et de ^ 
entre ces deux équations, et celle de la courbe. Mais on peut sim- 
plifier le calcul en prenant à la place de l'expression (3)^ Féquation 
différentielle de la relation (2), obtenue en considérant y, a et ^ 
comme fonctions de x (95.6). On aura dès lors les trois équations 
suivantes : 

^-a+(y-p)£=o, 

1-1 — - -Ji — 
doc dx 

En éliminant a et p,onobtiendrauneéquationdifférentielle(S57) 
de la forme 

dy' 



1 + 



^^^'i) = «' 
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qui indique que la relation enlrc x et y, ^ (a?, y) = 0, renfermera 
une constante arbitraire ; ce qui doit être, puisque toute développée 
a tme infinité de développantes, la longueur du fil qui trace la 
développante étant quelconque. 

98. — La développée d'une courbe pouvant être considérée 
comme fenveloppe des normales à cette courbe, son équation sera 
dowiée par des moyens analogues à ceux qui ont servi à déterminer 
celle do l'enveloppe (94). Soit 

Téquation de la courbe donnée. L'équation de la normale à cette 
courbe sera (81.2) 

Y-y=-^,(X-^), (2) 

X-x+//(Y-y) = 0, (3) 

X-x+/'(^)[Y-/(.r)] = 0. (4) 

Pour trouver 1 équation de la développée il faut, d'après ce qui 
précède, considérer dans l'expression (4) l'abscisse x du point de 
contact comme un paramètre variable, et éliminer ce paramètre 
entre t équation (4), et sa dérivée prise par rapport à x. 

On doit remarquer que les équations qui servent à éliminer le 
paramètre, sont précisément celles qui ont servi à déterminer le 
centre de courbure (98), quand x eiy sont données. 

— Il peut être plus commode dans certains cas, d'introduire 
partout y au lieu de remplacer y et y' en fonction de x ; puis 
d'éliminer y entre Féquation de la normale et sa dérivée prise par 
rapport à y, qui doit être alors regardée comme variable indé- 
pendante. 

99. — Comme application nous chercherons l'équation de 
la développée à la parabole, L*équation de la parabole étant 

y« = 2pz, 

qui donne 

.v'=f. (i) 

celle de la normale sera (81.2°) 

8 
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Y-y + -^(X-^) = 0; (2) 

P 



et en remplaçant x par sa valeur — , 



""-y^li^-ih'- 



OU 

y= + 2/>(;>-X)y-2p«Y=0. (3) 

En différentiant par rapport à y, on trouve 

3y* + 2p(p — X) = 0. (4) 

L'équation cherchée sera donnée en eliminatit y entre les expres- 
sions (3) et (4). Celle-ci donne 

2/^(p-X) = -3y»; 

et par suite Texpression (3) deviendra 

2y'-+-2»-Y=0, 
ou, 

En remplaçant y' par sa valeur dans l'expression (4), on aura 
enfin 

donnant 



27 p 

». — POINTS SINGULIERS DES COURBES PLàNES. 

On appelle points singuliers d'une courbe, des points qui présen- 
tent certaines particularités, et qui sont indépendants du choix des 
axes de coordonnées. 

lOO. — Points d'inflexion. — On a vu (83-8'4) que les points 
d'inflexion résultaient du passage par un maximum ou par un mini- 
mum, du coefficient angulaire de la tangente /'(x), et que lorsqu'il 
en était ainsi, /" [x) affectait les valeurs zéro ou V infini. 
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Prenons comme exemple la courbe (Fig. 18), ayant pour équation 

6 



Les dérivées successives sont 



, // 



sjx 




Fig. 18. 



En faisant j; = 0, l'autre coordonnée prendra la valeur y^^a^ et 
les dérivées deviendront 

;y'=1, et y'=«. 

Le point M déterminé par ces valeurs particulières des coordon- 
nées est un point dinflexiofi. Pour x négatif, le coefficient angu- 
laire y' est décroissant, tandis qu'il est croissant pour x positif; il 
faut donc, nécessairement, qu'il passe par un minimum pour x=0. 
D'ailleurs, pour cette valeur particulière de x, la dérivée seconde 
est infinie et le rayon de courbure est nul (9ô). 

loi. «- Points multipl#«. — Les points multiples sont ceux oiïi 
passent plusieurs branches d'une courbe. Ils se rencontrent dans 
les courbes données par les équations, qui renferment des radicaux 
d'indice pair. 

Les branches se croisent quand y affecte deux valeurs distinctes, 
qui se réduisent k une seule pour une valeur particulière de x, 
tandis que y' conserve toujours deux valeurs distinctes. 

Comme exemple nous prendrons 
(Fig. 19) la courbe 



X 



fj='-y/x+b. 



La dérivée est 




y== 



3x + 2b 



Fig. 49. 



2a)/x-{-b 
£n faisant x= 0, on a y = 0, 



lli 
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et 



aslb y a*' 



slb 

La courbe représentée par Téquation proposée, admet deux 
tangentes au point multiple 0, situé à rinterseclion des axes 
coordonnés. 

108. — Au lieu de se couper , les deux branches d'une courbe 
peuvent être tangentes; elles sont alors situées soit de part et 
d'autre de la tangente commune, soit d*un même c6té de celte 
tangente. Cette forme particulière donne lieu à un point multiple 
avec contact. Il est dit Ae première espèce dans le premier cas, et de 
deuxième espèce dans le second. 

Ces différents cas se présentent lorsque y admettant deux valeurs 
distinctes, ainsi que y\ ces valeurs respectives se réduisent à une 
seule, tant pour la fonction que pour sa dérivée, dès que Ton 
donne à la variable une certaine valeur particulière. Si, en outre, 
pour cette valeur particulière, y" a des signes différents sur les 
deux branches de la courbe, on a affaire à tin point multiple avec 
contact de première espèce \ tandis qu'il est de deuxième espèce^ 

lorsque les deux valeurs distinctes de y" 
'C ont le même signe. 
— L'équation 

donne (Fig. 20) un point multiple avec 
contact de première espèce, car on en 
déduit 

y =— ==, 




Fig. 20. 



y'- 



8+243:4- ISj' 

4(l + z)î ' 



et pour x = , il vient 

y=0, y'^0, et y"=±2. 

Les deux valeurs de la dérivée de deuxième ordre sont distinctes 
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et de signes difTérents ; celles do y' se réduisent à une seule, 
ainsi que celles de la fonction. 

— On obtiendra un point multiple 
avec contact de deuxième espèce, avec 
la courbe (Fig. 21) ayant pour équation 



dont les dérivées sont 

y' = 6j: + 




4x + 5ic' 



2v/l 



X 



y^ = 6 + 



8 + 24x4- 15a?» 



Hi+x)\ 



En faisant x = on a, en effet. 



y=o, 



y'=o, 



y" = 6rfc2, 



valeurs qui vérifient Ténoncé. 

103. — Points de rebroussement. — Les points de rebrous- 
sement sont des points multiples, auxquels les deux branches d'une 
courbe s'arrêtent brusquement, et où elles ont même tangente. 
Pour ces points, y devient imaginaire quand on fait varier x seule- 
ment dans un sens. 

Le rebroussement est dî^joremier ycm*^, lorsque les deux bran- 
ches de la courbe sont de côtés différents de la tangente commune ; 
il est du second genre, quand elles sont d'un même côté. Le carac- 
tère analytique qui distingue ces deux genres de rebroussement, 
est que dans le premier les deux valeurs de y" sont de signes 
contraires, tandis que dans le second elles sont de même signe. 

{o — Considérons la courbe (Fig. 22) ayant pour équation 



Elle donne 



y = x±x\lx . 



3 r 



^\jx ' 




Fig. «. 



H6 
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Pourx=0 les deux valeurs do y s'annulent, et y' n'a qu'une 
seule valeur qui est 1 . Si, d'autre part, on supposer: négatif, y 
devient imaginaire. Donc, il y a deux branches de courbe qui s'ar- 
rêtent brusquement à l'origine, où elles ont une tangente commune. 
Par suite, on a bien un point de t^hrous&tment \ il est du premier 
genre j car les deux valeurs de y" sont de signes contraires. 

2° — Prenons, en second lieuj Féquation 



y 



5 



nous obtiendrons 







Pour or = on a 
y=0 et 



3. 



Fig. 23. ;y — w V.. y = 

La courbe (Fig. 23) a encore un point de rebroussement à l'ori- 
gine dos coordonnées, puisque les deux valeurs de y et de y* se 
réduisent à une seule en ce point, et que à des valeurs négatives 
de X, correspondent des valeurs imaginaires pour y et y'. On 
reconnaît aussi que If^ rebroussement est du second genre^ en 
remarquant que pour de très petites valeurs positives de x, les 
deux valeurs de y" sont de même signe, 

1 1 8. — Points d'arrêt ou de rupture. ~ On appelle point 

d^arrêt celui où s'arrête brusquement une 
branche unique de courbe (Fig. 24). Pour 
ces points, qui sont donnés souvent par 
les équations dans lesquelles entre log x, 
la valeur de y devient imaginaire. 
Soit par exemple 




// 



\ogx 



En faisant a: = on a y = ; et si Ton 
donne à x des valeurs positives^ y est 
toujours réel et n'a qu une seule valeur. Au contraire, pour des 



24. 
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valeurs négatives de oc^ y devient imaginaire ; on a donc un point 
(T arrêta à Torigine. 

Pour toutes les valeurs de x comprises entre et 1, les valeurs 
de y sont négatives ; elles passent de Tinfini négatif à Tinfini 
positif au point B où x=i, pour se maintenir ensuite constam- 
ment positives. Ce point B est un point de rupture. Dans Texemple 
choisi, la droite A A' est une asymptote aux deux branches de la 
courbe. 

105, -- Points anguleui: ou «alUaat«« -^ Les points où s'ar- 
rêtent deux branches de courbe qui n'ont pas la même tangente, 
sont appelés anguletix. Ils diffèrent des points multiples, en C€ que 
les deux branches ne se prolongent pas au delà de ce point. 

Prenons la courbe (Fig. 25) 



X 



y 



qui donne 



f y 



y 

X 




Fig, S3. 



En faisant a: = 0, on a y=0. 
Pour trouver la tangente à l'origine, 

il faut prendre la limite de - . Or, si 

X 

Ton fait tendre x vers zéro, en lui donnant dos valeurs positives de 
plus en plus petites, on arrivera à lira -=0. Au contraire, si sup- 
posant X négatif, on fait encore tendre cette variable vers zéro^ on 

y 

aura lim - = i. Il y a donc à l'origine deux tangentes distinctes^ 

qui caractérisent le point saillant. 

Remarque. — Les points d'arrêt et les points anguleux ne se 
rencontrent que dans les courbes transcendantes. 

106. — Points conjugués. — H y a encore un autre genre de 
points singuliers, provenant ordinairement d'une branche de courbe 
fermée qui se réduit à un point, lorsqu'on donne au paramètre qui 
entre dans l'équation une certaine valeur particulière ; on les 
appelle points conjugués. II faut, pour que cette circonstance se 
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corde l tendra vers son arc^ et À a:, A^, A^^ tendront reapective- 
ment vers dXy dy^ dz t de sorte qu'il la limite on aura, en représen- 
tant Tare par ds, 

: = ^da^-hdy^-hdz*; (2) 



telle est l'expression de Télément de la courbe. En prenant z pour 
variable indépendante, elle serait 



*=*\/(iHi^ "> 



iiO. -- Taiigttiit«. -«^ Considérons les mêmes points M et M' dé- 
terminés par les mêmes coordonnées, et désignons par X, Y, Z les 
coordonnées courantes. La droite qui joint ces deux points aura 
pour équations (Voir analyt.) 

^x Ay 

Supposons que le point M' se rapproche de plus en plus du point 

/ix Ay 

M ; la sécante tendra vers la tanffenle, pendant que -7^ et «r* ten* 

A^; As 

dx dv 
dront vers les dérivées -r- et — , et Ton aura à la limite les expres- 

dz dz * 

sions de la tangente ; c'est-à-dire 

X-x = ^(Z-z) et Y-y=^(Z-«). (2) 

Ces équations peuvent être mises sous la forme symétrique sui- 
vante : 

dx _ dy ^ dz 

X— *• Y— y Z—z ^' 

— Si Fofi appelle m et M les points de la courbe et de la tangente, 
qui correspondent à Tordonnée z-^-h infiniment rapprochée de z, la 
distance mM qui joint ces deux points est un infiniment petit du se- 
cond ordre. En efTet, ces deux points correspondant à la coordonnée 
z-\-h, désignons par Xi, y, les deux autres coordonnées du point 
m, et par Xj, Yj celles du point M. D'après ce que Ton a vu (75), 
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les difTérences X|— ic, et Y,— y, seront des infiniment petits du se» 
eond ordre ; si k et V sont des coefficients finis, h étant Tinfiniment 
petit principal, ces différences seront de la forme kh^ et k'h^ ; de 
sorte que la longueur considérée qui a pour expression (109) 



nM = v^(X, ~ x,y + (Y, - y, y + , 
pourra s*écrire, en la représentant par i , 



un infiniment petit du second ordre. 

lit. «^ Lorsqu'une droite a pour équations 

x = az-+-p et y = bZ'\--q 9 

on sait que les cosinus des angles qu'elle fait avec les axes, ont les 
valeurs respectives ci-dessous : 

a b l 



fmmmmmmam 
wm 



y/û»4.ô« + l ' y/a* + b'-^l ' >/«• + «» + ! 

En appliquant ces formules à la tangente {±tO. 2)^ et en dési- 
gnant par a» p, y les angles qu'elle fait avec chacun des axes coor 
donnés, il viendra 

dx 

dz dx 



cos a = 



^ifhi^h 



1 



ou^ à cause delà relation (109.2}, 



dx 

cos a == — . 
ds • 



On trouverait de même 



dy dz 

cosp = -- et cosY = T' 
ds ds 



118. — Plan normal. — Les perpendiculaires menées par le 
point de contact à la tangente en ce point, sont des normales. Le 
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lieu de toutes ces normales est évidemment un plan ; il est Ait plan 
normal. Pour trouver son équation, il faut remarquer que puisqu'il 
doit passer par le point de contact x, y y z, son équation sera de la 
forme {Voir analyt.) 

A(X-j:) + B(Y-y)+C(Z-;:)=0. (1) 

Ce plan étant aussi perpendiculaire à la tangente exprimée par 
les équations (110.2), on doit avoir les équations de condition 

A = C— et B = C-r- 
dz dz 

Les valeurs de A et de B substituées dans la relation (1), donnent 

C$(X-a:) + C$(Y-y) + C(Z-;;)=0. 

En supprimant le facteur commun C et en faisant disparaître le 
dénominateur, on obtient pour C équation cherchée du plan normal, 

(^ — x)dx-\rÇi — y)dy-^(Z — z)dz = {S, 

113. — Plans tangents. — On appelle plan tangent à une 
courbe, tout plan mené suivant la tangente à cette courbe. L'équa- 
tion de ce plan doit donc satisfaire aux équations de la tangente 
(110.2); par suite, en désignant par )^ une indéterminée, elle sera 
de la forme 

[{\ — x)dz — Çl — z)dx] + \[{Y — y)dz — [Z—z)dy]=-{S. 

Cette expression semblerait indiquer que le plan tangent, qui 
contient le point dont les coordonnées sont x^ y et z, doit passer 
aussi par le point x-\-dx, y-+-dy, z-\-dz \ mais cela tient à ce 
qu'on néglige les inKniment petits du second ordre, car ce dernier 
point ne peut être situé sur le plan. 

1 14. — Plan osculateur. — Pour définir ce plan, concevons 
sur la courbe trois points consécutifs M, M' et M" ; ces points 
n'étant pas en général en ligne droite, déterminent un plan. Or, si 
les points M' et M'' se rapprochent indéfiniment du point M, le plan 
ne cessant pas de les contenir, prendra à /a limite une position pour 
laquelle il est dit plan osculateur au point M, 
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La condition de faire passer le plan par le point M qui a pour 
coordonnées x, y, z^ donnera une équation de la forme (118.I) 

A{X-a;) + B(Y-y) + C(Z-2) = 0. (1) 

Le second point M' devant se trouver sur le plan, il faut que ses 

coordonnées x-\-dXy y-^-dy^ z-\'dz satisfassent à son équation, 

et Ton doit avoir 

Adir + Brfy+Crf5=:0. (2) 

De même, les coordonnées x+dx+d^x^ y+^y+^y» z-\-dz-\^*z 
du point M"^^ placeront ce point sur le plan, si Ton a la relation 

Ad'x + Bcf'y + Cd'z = , (3) 

obtenue en tenant compte de la précédente. 

En tirant les valeurs de A et de B des deux relations (2) et (3), il 

viendra 

dfj d*z — dz d^y 



A = C 



B = C 



dxd^y — dyd^x ' 
dz <Px — dx d^z 



dx dry — dyd^x' 

en les substituant dans l'expression (1) du plan, on trouvera pour 
réquation du plan osculateur 

(X — x) {dy d'z — dz d'y) + ( Y — yj {dz d'x — dx d'z) 

+ (Z — 5) [dxd'y — dyd'x) = . (4) 

Si Ton prend 5 pour variable indépendante, et que Ton divise 
tous les termes par ds^ = ds^ds, les dérivées premières et secondes 
de X, y, z par rapport à s étant respectivement .x', x"; y', y*" et 



z\ z", on aura 



(X-.x)(y'5'~s'y') + (Y-y)(5'x'-«'-') 

+ (Z-s)(^'y'-y'a;') = 0, (5) 

équation ne renfermant plus d'infiniment petits. 

Les équations symétriques de la tangente (110.3), montrent que 
Ton peut remplacer X — x, Y — y, Z — z par les quantités propor- 
tionneiles dx, dy, dz ; en faisant cette substitution dans la relation 
(4), on trouve après réduction tidentité 0=0, qui indique que le 
pian osculateur contient la tangeiite ; il est donc compris parmi les 
plans tangents. 
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— En prenant z pour variable indépendante, Téquation (4) du plan 
osculateur sera, en remarquant que dz devient une constante, que 
é/'2 =0, et en divisant tous les termes par dz^, 

115. — Cette nouvelle forme de F équation du plan osculateur 

en M, se prête à montrer qu'il est parallèle à la twigente menée par 

un pomt ta! infiniment voisin f ayant o^H-rfjJ, y+rfy, z+rfz pour 

coordonnées. Remarquons, pour cela, que la tangente en M ayant 

dx du 
pour coefficients angulaires t ei — , on obtiendra ceux de la 
^ dz dz 

tangente en M', en y changeant x en x-\-dxy ou dx en rfa-f-dit* ; 

de même, il faudra changer rfy en di/'+'d^t/; de sorte que ces 

coefficients pourront s'écrire, 

dx d^x , dy d^y , 

1 dz et --r^A — -dz. 

az az dz az 

On sait, d*ailleurs, qu'une droite est parallèle à un plan dont 
l'équation est 

Ax + By4-Gzr4-D = 0, 

lorsque ses coefficients angulaires a et 6 satisfont à la condition 

Aa4-Bé-f-C=:0. 

Pour que la tangente au point M' soit parallèle au plan exprimé 
par Téquation (6), il faut donc avoir 

d^y Idx d*x \ d^x/dy ^*y i \ (dxd^y dyd*x\ 
~d?\Jz'^d? ^)'^d?\Jz'^d? )'^\d^d?~d^d?)^ ' 

condition satisfaite^ puisque après avoir effectué les réductions, le 
premier membre devient égal à zéro. 

116. *— On peut démontrer que la plus courte distance des tan^ 
yentes menées par les poifiis M et M' de la courbe^ ou, ce qui revient 
au même, la distance du plan osculateur en M à la tangente en W 
— qui est comme on vient de le voir parallèle à ce plan — est tin 
infiniment petit du troisième ordre. 
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Pour simplifier cette démonstration, nous prendrons le plan 
osculateur pour plan des xz, et nous choisirons la tangente en M 
pour axe des z, en plaçant Torigine au point M. Dès lors, nous 
aurons : 

!•, en vertu de la dernière condition^ 

x = 0, y = 0, 5 = 0; (1) 

2*, à cause de Faxe des z coîncidani avec la tangenie^ 

ce qui réduit Téquation (11<4.6) du plan osculateur à 

3*, le plan osculateur devenant le plan des xz^ il faut que son 
équation se réduise à 

Y = 0; 
ce qui exige que 

g=0. (3) 

Gela posé, supposons que 

soit l'équatioa de la projection de la courbe sur le plan des yz, nous 
obtiendrons, par la série de Maclaitrin (67.1), 



z* .... z* 



y=?(0)+?'(0)- + ?''(0) — + 9''(0)^-^+ (4) 

Or, la courbe passant par F origine ^ 9 (0) = , 

comme elle est tangente k Taxe des z^ (f' (0) == , 

et à cause de la relation (3), ^" (0) = . 

Il en résulte que l'expression (4) deviendra 

z 



"=» <'"..!,.3 
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Mais les points M et M' élant infiniment rapprochés, z doit être 
un infiniment petit dix premier ordre ; par suite, Tordonnée y qui 
mesure la plus courte distance du plan osculaieur à la tangente en 
M', est un infiniment petit du troisième ordre. Donc, en négligeant 
les infiniment petits de ce dernier ordre, le plan osculateiir peut 
être considéré comme conte7iant les tangentes en M et M'. 

117. — "NoTTOBle principale. — L'intersection du plan normal 
avec le plan osculateur, détermine une droite perpendiculaire à la 
tangente ; on l'appelle normale principale. On peut trouver son 
équation, connaissant celles de ces deux plans ; mais nous adopte- 
rons la méthode suivante : 

Considérons sur la courbe 
donnée (Fig. 26), les deux tan- 
gentes MA et M'A' menées par 
les points M et M' infiniment 
rapprochés. D'après ce que l'on 
vient de voir, on peut admettre, 
en négligeant les infiniment 
petits du troisième ordre, que 
M'A' est située sur le plan os- 
culateur en M. Supposons que ce plan coïncide avec le plan de la 
figure, et soit C le centre de courbure en M de l'élément MM' ; CM 
sera la normale principale. Joignons aussi CM' et par l'origine O 
des coordonnées menons les droites Oa et Oa' , d'une longueur égale 
à l'unité, respectivement parallèles aux deux tangentes ; joignons 
enfin aa. Le triangle aOa ainsi obtenu, est semblable au triangle 
MCM', qui peut être considéré à la limite comme rectiligne, car ils 
sont tous les deux isocèles, et l'angle en est égal à l'angle MCM' 
ou à l'angle de contingence, comme ayant leurs côtés respective- 
ment perpendiculaires. Ces angles peuvent être pris, du reste, aussi 
petits que l'on voudra. Il en résulte que les troisièmes côtés aa' et 
MM' sont perpendiculaires ; par conséquent aa' sera aussi voisin 
qu'on le voudra dêtre parallèle à MC, et la question revient à 
trouver aa'. 

Pour obtenir cette valeur que nous représenterons par rfA, sup- 
posons que les coordonnées du point a soient /, u, t; ; celles du 
point a' seront t-i-dt, w+rf?/, v-^dvy et leur distance sera (1O0.2) 
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dk = yjde + die + dv\ {{) 

En désignant parp, q^ r les angles que fait la direction de cette 
ligue avec les axes, on aura (m) 

dt du dv 

cosp=-, cosy = -, cosr=-. (2) 

Désignons aussi par oc, (i, y, les angles formés par la tan3'entc 
MA ou sa parallèle Oa, avec les axes, il viendra 

/ = Oacosa, ou, àcause de Oa = l, / = cos3c; 

de même, 

M = cos P , et i; = cos y ; 

comme on a (il l] 

dx „ dt/ dz 

COSa= — , COSp = -p, C0SY=-7, 

ds ds ds 



on en déduit 



dx dy dz 

ds ds ds 



ou 



dt = d—, du = d— y dv==d-^; 
ds as ds 

et en prenant s pour variable indépendante, 

d^x d^y d^z 

dt:=^-r\dsj rfw = "7^ as , rft; = -r- ds ; 
ds* ds* ds* 

de sorte que l'expression (1) donnant la lo7igueur dk pourra s'écrire, 

*=V(ë)'-(S)-©' '" 

Les relations (2) donneront de leur côté, en faisant les substitu- 
tions voulues, 

9 
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d*x 

008/? = —— ., ... , (4) 

n/(^)-(S)'-(S)' 

cos q = (4^«) 

cos r = — . . (4*®') 



/ fd'xV (d^yV (dzV 



La ligne dk se trouve ainsi déterminée en longueur et en direction. 

118. — Rayon de courbure. — D'après ce que Ton vient de 
voir, l'arc dk étant la mesure de Tangle de contingence dont le rayon 
est égal à Tunité, le rayon de courbure CM du cercle osculateur en 
M, que nous désignerons par p, sera donné par la relation (86.2) 

dk \ ,, ^ ds 

-=.-, doù, p=-; (1) 

par suite, on aura en vertu de la relation (l 17.3), 



' - - (2) 



/ (d^xV /d't/Y /d*z\* ' 



Si, dans les trois dernières formules du numéro précédent, qui 
donnent les valeurs des cosinus des angles formés par la normale 
principale avec les axes, on introduit p à la place de sa valeur (2), 
on pourra écrire ces formules plus simplement comme suit : 

cos;, = p^, cosy = p^, cosr = p^. (3) 

1 19. — Seconde courbtg^e. — On appelle angle de torsion on de 
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seconde courbure^ Tangle dièdre infiniment petit, que font entre eux 
deux plans osculateurs consécutifs. En assimilant la seconde cour- 
bure à la courbure du cercle, on convient de nommer rayon de 
seconde courbure^ le rayon du cercle ayant une courbure équivalente 
à la torsion de la courbe considérée. 

Désignons par S Tangle de torsion, et par f i le rayon do seconde 
courbure, nous aurons analogiquement (118.1) 

rfe i ,, , ds 

_=-, dou, pi=3i. 

ds pi rfe 

Pour trouver le rayon de torsion ou de seconde courbure, on 
pourrait suivre la méthode employée aux numéros précédents ; ou 
bien déterminer d'abord le second plan osculateur, en changeant 
dans la formule du premier, x, y, z en dx, dy, dz ; puis, chercher 
Tangle de torsion d^. L*angle plan de cet angle dièdre correspondra 
à Tare ds : désignons-le par dr, la torsion au point considéré sera, 

par unité de longueur de la courbe, —, et le rayon cherché de 

ds 

seconde courbure sera — . 

AT 



7. — SURFACES COURBES. 



IdO. — Plan tang«nt. — Une surface rapportée à des coordon- 
nées rectangulaires, e6t représentée par une équation de la forme 

Si Ton fait passer sur cette surface, par un de ses points M, une 
courbe qui y soit entièrement contenue, elle sera en général à 
double courbure^ et la tangente menée par ce point dont les coor- 
données sont X, y, Zy aura pour équations (lia.3) 

dx du dz 

^ (2) 



X — X Y — y 1 — z' 

dans lesquelles les numérateurs èeront donnés en différentiant 
l'équation de la surface (1), ce qui donne (38) 
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^dx+^dy + ^dz = Q, (3) 

dx dy '' dz ^ ' 

Comme d'après la relation (2), les rfx, dy el dz peuvent être 
remplacés par les quantités X — jr, Y — y, Z — z qui leur sont 
proportionnelles, il sera préférable de faire cette substitution dans 
la relation (3) qui deviendra de cette manière, 

£(x-x)+|(y_,)+f(z-.)=o. (t, 

Cette équation s'applique à toutes les tangentes au point M, que 
Ton peut mener aux courbes passant par ce point, et situées sur la 
surface donnée ; elle exprime donc le lieu de toutes ces tajigentes. 
D'ailleurs, elle représente un plan puisqu'elle est du premier degré 
en X, Y, Z. On peut en conclure que toutes les tangentes menées 
par un poi?it, commim aux différentes courbes que ton peut tracer 
par ce point sur une surface donnée, appartiennent à un même 
plan, appelé pour cette raison plan tangent. 

L'équation du plan tangent s'obtient aisément, au moyen de la 
formule (4), quand on connaît l'équation de la surface proposée. 

• — La géométrie analytique donne, pour les cosinus des angles 
que fait le plan tangent, avec chacun des trois plans coordonnés zy, 
xZf xy, les valeurs suivantes : 

df 

dx 





dxl \dxil \dz' 



dy 

EL 
dy 



±\\ A\\ ("1)' 

dx) \dyl \dzl 



(5) 



(§«•) 



dz 



(I)'- (|)'- (I)' 




(5*") 
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181. -- N'ormale. — La perpendiculaire menée au plan langent 
par le point de contact, est appelée normale. On trouve facile- 
ment ses équations^ sachant que lorsqu*un plan est représenté par 
Téquation 

Ax + By + C^ + D = , 
et une droite par 

a: = «3? + m et y = bz-^n^ 

les conditions nécessaires pour que la droite soii perpendiadaire au 
plan, sont 

A ^ B 

« = - et A = -. 

D'après cela, la normale qui passe par un point dont les coor- 
données sont Xy y, z, devant avoir des équations de la forme 

X — x=a{Z — z), Y — y=b{Z — z), (1) 

et le plan tangent étant représenté par Téqualion (ldO.4), on aura 

dx , du ,_. 

a =—77, et *=-^, (2) 

af df 

dz dz 

ce qui donne pour les équations de la normale 

M. M. 

dT du 

J^-x = — {Z-z), Y-y^-Jj{Z-z). (3) 

dz dz 

Ces équations peuvent s'écrire sous la, forme symétrique 

X — X Y — y Z — z 

df\ ^ (df\ ^ /df\ ' (4) 



ldj\ idj\ idfX 
\dx} \dyj \dz) 



— Les angles formés par la normale avec les axes coordonnés, 
auront pour cosinus les valeurs respectives données (lSO.5). 

Remarque. — Si Téqualion de la surface était donnée sous la 
forme 
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qui revient à 

/■(•^»y) — -=0» 

on en déduirait — 1 pour la dérivée du premier membre par rap- 
port h z ; les autres dérivées partielles par rapport à x et par 
rapport à y, étant représentées par p et par g {^3. Rom* I), les 
équations (3) de la normale deviendraient 

(X — a:)+/?(Z-z) = 0, {Y-y) + y(Z-5) = Û; 

et les cosinus des angles que fait celte ligne avec les axes, seraient 

p q —i 



v(p» + y«4-l' yjp^^q^^i' ^^«4-^1 + 1 



(5) 



idd, — Plan normal, — On appelle ainsi tout plan mené sui- 
vant la normale à une surface donnée. En désignant par >. une 
indéterminée, son équation générale sera de la forme 

[pC_.,|-,Z-„|]+.[,Y-„£-,Z-,fJ=... 

Cette expression est bien l'équation d'un plan] elle satisfait aussi 
aux équations de la normale, car les relations entre crochets se 
réduisent à zéro, quand on remplace (X — jt), (Y — y) par leurs 
valeurs en (Z — z) données par la relation (101.4), ou quand on 
substitue à ces trois quantités, les valeurs 

df df df 
dx^dy'dz 

qui leur sont proportionnelles. 



8. - SDRFACES ENVELOPPES. 

1S3. — De m^me que les courbes, les surfaces sont dites d'une 
même famille, lorsque leurs équations ne diffèrent que par la 
valeur (Ttai paramètre. Soit 

f{x,y,z,a) = Q, (i) 
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réqaation d'une famille de surfaces. Si Ton change aena + cfa 
on obtiendra une seconde équation, 

f{x,y,z,a-+'da) = 0, (2) 

représentant une seconde surface de la même famille, infiniment 
voisine de la première, et dont rintersectjion avec celle-ci prend le 
nom de caractéristique. Le lieu des caractéristiques, ainsi obtenues 
par les intersections successives des courbes de la même famille, 
est une surface qu'on appelle enveloppe. 

— On trouvera F équation de Venveloppe par des moyens analo- 
gues à ceux employés pour les courbes. Considérons Téquation 

f{x,y,z,a + ^a) = {S, (3) 

qui appartient à la même famille ; Tintersection des surfaces (1) et 
(3) résultera de la combinaison de ces deux expressions. En retran** 
chant la première de la seconde et en divisant par Aa, on aura 

f[x, y, g, a + Ag) ^f{x,y, z,a) ^ ^ ^^^ 

Au 

et en faisant tendre Aa vers zéro, l'expression (4) tendra vers 

fa{x,y,z,a) = 0, (5) 

tandis que l'intersection deviendra la caractéristique. Le lieu cher- 
ché des caractéristiques sera donné par rélimination de a entre les 
relations (1) et (5). 

Donc, pour obtenir r enveloppe d*une famille de surfaces^ donnée 
par S071 équation^ il faut éliminer le paramètre entre cette équation 
et sa dérivée^ prise par rapport à ce paramètre. 

19^. — On démontre par l'analyse, que f enveloppée et f enve- 
loppe ont le même plan tangent, en chaque point cTune caractéris- 
tique. Il faut pour cela, établir ridentité entre l'équation du plan 
tangent, en un point de la caractéristique considéré sur la surface, 
etTéquation du plan tangent au même poinl, mais considéré sur 
l'enveloppe. Nous montrerons cette propriété par les considérations 
géométriques suivantes : 

Supposons que trois surfaces consécutives S, S', S'' de la même 
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famille, forment par leurs intersections successives, les deu!^ 
pf _ caractéristiques infiniment voisines AB et 

A'B' (Fig. 27). 

Si, par le pointMsitué sur la première carac- 
téristique, on mène MT tangente à AB, cette 
^ droite, tangente à une courbe appartenant à 
la fois à la surface S' et à Tenveloppe, sera 
^>»- 27. tangente à ces deux surfaces. D'autre part, en 

joignant le point M à un point M' infiniment voisin situé sur la 
seconde caractéristique, la droite MM' étaut la corde d'un arc infini- 
ment petit, peut être considérée comme iafigente en M à la surface 
S' et à Tenveloppe. Donc, le plan déterminé par les droites MT et 
MM', est tangent en M à la surface S' et à Tenveloppe. Il en est de 
même pour chaque point de la caractéristique : ce qui démontre la 
propriété énoncée. 



8. ^ COURBURE DES SURFACES. 



126. — Pour se rendre compte autant qu'il est possible de la 
courbure d'une surface en un de ses points, on considère celle des 
différentes lignes que Ton peut tracer par ce point, sur la surface. 
Or, si Ton suppose menée une courbe à double courbure, par un 
point M d'une surface, et si l'on fait passer une section plane par 
les trois points consécutifs M, M', M'' de cette courbe, le cercle 
osculateur et par suite le rayon de courbure du point M, seront 

«. communs à la courbe à double courbure et à 




•>^5 la courbe plane de la section. Il suffit donc 
^3 dans la courbure des surfaces de considérer 
les lignes pla?ies que l'on peut y tracer. 

Cela posé, menons par le point M d'une 
surface (Fig. 28) la tangente MT et la nor- 
male MG ; le plan de ces droites sera le plan 
normal (128), et son intersection avec la 
surface déterminera une courbe AB, dite section normale. Supposons 
qu'un autre plan mené suivant la tangente donne la section oblique 
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ab^ le centre de courbure de cette section au point M, sera situé 
sur la normale à cette courbe ; soit Me = p son rayon de courbure, 
celui de la «ection normale étant MC= Pi. 

L'angle CMc des deux normales que nous désignerons par V, sera 
donné par la formule ( Voir analyt,) 

cos V =: cos a C08 a ' + cos b cos b' + cos c cos c\ 

dans laquelle a, b, c sont les angles respectifs formés par une 
droite avec les axes coordonnés, et a\ b\ c\ ceux formés avec les 
mêmes axes par la seconde droite. Mais les cosinus des angles 
formés par la normale MG à la surface avec les axes, ont les valeurs 
respectives trouvées (ldl.5), tandis que la normale principale à la 
courbe ab, fait avec les mêmes axes, des angles dont les cosinus 
ont été aussi déterminés (il8.3). On aura donc pour l'expression 
de Vangle des deux nonnales : 

d^x d^y d^z 
cos V == — , 

d^x d^y d^z 

.. ^d?'^^'dF~'d^ ,,, 

cos V = p - — . [i) 

slp^ + q^ + i 

Cette formule peut être transformée. Pour cela, remarquons que 
lequation de la surface sur laquelle est tracée la courbe ab étant 

^1^ dérivée de deuxième ordre s'obtiendra par la formule (43.4), à 
la condition de remplacer « par s, la variable indépendante v par 
lare s de la courbe, et le coefficient différentiel s par 5, ; on aura 



'^ {dxV ^ dx dy /rfy\' d^x d^y 



qui donne 



d*x àhi â}z r (dx\^ dx du /d'/Vl 
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en substituant dans la relation (1) on trouve 

cosV=gp,, M — . (2) 

186. — Si maintenant on suppose que la section oblique varie 
de position^ sans cesser de passer par les points M et M' et par la 
tangente MT , Tangle Y seul variera avec o ; car, x, y restant les 

^^ , dx dij . . , 

mêmes, les co(5racients — , — ne peuvent changer, puisque les ac- 
croissements dx^ di/j ds ne changent pas, et p, y, r, s^, t qui dé- 
pendent de X, y, conserveront aussi les mêmes valeurs. Donc, en 
représentant par K la quantité qui a p pour coefficient, on pourra 
écrire la formule générale 

cosV = pK. 

Pour fe cas particulier oh V = 0, c'est-à-dire, quand la section 
oblique se confond avec la section normale, on a 

et en divisant membre à membre ces deux égalités, il vient 

p 
cosV=-, d'où, p = pjCosV; 
Pi . 

ce qui démontre la proposition connue sous le nom de théorème de 
Meunier, d'après laquelle le rayon de courbure de la section obli- 
que, est la projection du rayon de dourbure de la section normale^ 
sur le plan de la section oblique. 

Il en résulte que si, du point C comme centre, on décrit une 
sphère de rayon CM, elle sera coupée par le plan TMc suivant un 
petit cercle ayant c pour centre ; par conséquent, les cercles suivant 
lesquels les plans menés par une même tangente coupent cette 
sphère, sont les cercles oscillateurs dessectiojis correspondantes, 

1S7. — Indicatrice. — L'intersection d'une surface et d'un 
plan mené parallèlement à un plan tangent, et à une distance infi- 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 13T 

niment petite de ce plan, est appelée indicatrice de la surface au 
point de tangence. 

Pour trouver Tiadicatrice d'une surface courbe, nous prendrons 
pour simplifier, le plan tangent au point considéré pour plan des 
X y, et la normale pour axe des z. Soit donc 

Téquation de la surface. La fonction f(Xy y) développée suivant la 
formule de Maclaurin (59), donne 



W/»^J 



/y/o'^J 2 LV/j;*/o \Ixdy 

(1) 



dy 

Si Ton représente par h une quantité infiniment petite, en faisant 
z = h on aura l'équation d'un plan parallèle au plan tangent, dont 
il sera infiniment rapproché, et son intersection avec la surface 
sera rindtcatrice cherchée. D'ailleurs, cette indicatrice se projette 
en vraie grandeur sur le plan des xy^ puisqu*iU sont parallèles. 
Son équation sera donc donnée en remplaçant z par h dans la 
relation (I). 

Il convient de remarquer que Ton peut avant, simplifier cette re- 
lation : car, la surface passant par Forigine^ on aura d'abord 
/(0|0) = ; en outre, l'équation du plan tangent qui est fl«0,4) 

<''-'',i+(^-î'>l-(^-''=«' 

dans le cas de z=f{x^y), doit se réduire à Z = pour a: = 0, 

y = 0, « == 0, et cela indépendamment de X et de Y ; du reste le 

plan des xy étant le plan tangent au point considéré de la surface, 

//* //* 

il faut nécessairement que -p et -~ s'annulent pour l'origine. On 

dx dy 

peut enfin iiégliger les termes aflectés des puissances de j: et de y 
supérieures à la seconde, puisque h étant un infiniment petit, il en 
sera de mème« en général, des coordonnées a: et y des points com- 
muns à la surface et au plan z = A, 



138 CALCUL DIFFÉRENTIEL 

On aura par conséquent 

ou, en posant 

(^\=r,, l^=So. l^\=i. 

et si Ton choisit la direction des x et des y, restée jusqu'ici indéter- 
minée, de manière à faire disparaître le rectangle a:y, on trouvera 
pour l'équation définitive de Tindicatrice, 

2 /i = ro ar' + 1^ y*. 

1S8. — Dans la formule qui précède, les coiîfficienls Tq et /q 
peuvent être de même signe, ou de signes contraires. 

S'ils ont le même signe, il faut pour quelle s'applique à une courbe 
réelle, que h ait aussi ce signe ; ce qui indique que la surface se 
trouve d'un même côté du plan tangent, aux environs du point 
considéré. Elle représente alors une ellipse qui se réduit à l'origine 
pour A = 0. L'ellipsoïde, le paraboloïde elliptique, et Thyperbo- 
loïde à deux nappes, offrent des exemples de ce cas. 

Lorsque r^ et ^o ont des signes contraires, h peut être positif ou 
négatif, et la surface s*étend à droite et à gauche du plan tangent. 
Dans ce cas l'indicatrice est une hyperbole ; et pour les valeurs 
positive on négative de A, les deux hyperboles projetées sur le plan 
des j:y ont les mêmes asymptotes et sont conjuguées. Quand /i=0, 
elles se réduisent à lews asymptotes. L'hyperboloïde à une nappe, 
et le paraboloïde hyperbolique sont des exemples de ce cas. 

Pour ^0 = 0, l'indicatrice se réduit à deux droites parallèles à Taxe 
des y; elle se réduit à taxe des y si A = 0. Le cylindre esi un 
exemple de ce cas ; il en est de même du cône, car la section faite 
par un plan parallèle au plan tangent, est une parabole qui se réduit 
à deux droites parallèles, lorsque ces plans sont infiniment rap- 
prochés. 

Enfin pour ;'o== 0, l'indicatrice est encore formée par deux paral- 
lèles à l'axe des x, infiniment voisines, qui se réduisent à Taxe des x 
quand A = 0. 
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1:89. — Xja somme des courbures de deux seotious nor- 
males perpendiculaires entre elles, est une quantité cons- 
tante. — Supposons que le point considéré de la surface soit, 
comme précédemment, dM pied de la normale prise pour axe des 5, 
et que xO/y soit le/?/an/anye?e((Fig.29). 
Menons suivant la normale Oz un plan 
quelconque zOv^ déterminant avec la 
surface donnée Tintersection OA. 

Prenons sur cette intersection, et très 
rapproché du point 0, un second point 
M ayant MP pour ordonnée. Joignons 
MO et élevons sur celte droite la per- 
pendiculaire MD. Menons aussi MB 
parallèle à Ov et unissons le point M au 
point G, milieu de OD. 

Le point M se rapprochant indéfmi- 
nimeni du point 0, langle en C du trian- 
gle OCM tendra vers zéro, tandis que 
les angles COM,CMO tendront vers un anz/lc droit; par conséquent, 
CM tendra vers une perpendiculaire à OM, c'est-à-dire vers une 
normale à lare OM ; il s'ensuit que le cercle de centre C et de rayon 
OC contenu dans le plan zOt;, tendra lui-même vers le cercle oscula- 
leur de Tare OMau point 0. Désignons par p sonrayon de courbure j 
et déterminons sa valeur 




Fig. 29. 



p = limOC=lim-OD. 

Le triangle rectangle OMD dans lequel MB est perpendiculaire 
sur l'hypoténuse, fournit la relation 



qui donne 



par suite, 



Mais 



OM =OBxOD, 



loo 



* "^'h-MB' < „ MB* 

_: =-0B-i • 

20B 2 ^^ 20B ' 



OM' OB 
20B 



p = liml0B-|-Um5^. 
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lini^OB=0, 

donc on aura en faisait OB = h et MB = u , 

f = lim^. (1) 

En désignant par l'angle xOv^ on peut considérer et u comme 
les coordonnées polaires du point M dans un plan parallèle à xOy, 
qui coupe la surface suivant Tindicalrice ayant pour équation (187), 

2h = rox'-\-t,y\ 
Cette équation serait, en coordonnées polaires, 

2 A = w' (ro cos' 9 + fo sin* 9) ; 
et comme à la limite Téquation (1) donne 

!_2Â 

il en résulte 

1 

- =rocos'9 + /osin«9. (2) 

P 

Supposons que dans la relation ci-dessus (2), les coefficients r^ et 
/o aient le même signe, c*esl-à-dire que l'indicatrice soît une ellipse ^ 
et désignons par Ri et R, les deux valeurs extrêmes du rayon de 
courbure, qui correspondent à 9 = 0° et 9 = 90*; il viendra 

1_ 1 — 

et conséquemment, 

- = ~cos«9 + -sin«9. (3) 

De même, si Ton change 9 en 9 + 90% le nouveau rayon de cour- 
bure devenant Pi , on aura 

11 1 

-==--8in*9+— cos»9. (4) 

pi Kl n, 
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£n ajouiaDft membre h membre les équations (3) et (4), on trouvera 

1111 

(5) 



p Pi Ri Ri' 

formule connue sous le nom de théorème (TEulery qui fait voir, 
en effet, que la somme des courbures de deux sections normales 
perpendiculaires entre elles, est une quantité constante. 

130. — Si en second lieu r^ et /q ont des signes contraires^ on 
sait que Tindicatrice est une hyperbole, et l'on a 

-==fc(— cos'6 — — sin'e); 
p \Ri Rj / 

le rayon de courbure a deux ininimums Rj et R„ pour 6 = et pour 
= 90* ; il est infini lorsque la quantité entre parenthèses se réduit 
à zéro, c'est-à-dire quand on a 



,.„g,=±Y/5! = ±y/^. 



équation qui donne la direction des asymptotes. 

Enfin, lorsqu'on a fo == ^ l'indicatrice est un cercle, on a aussi 
Ri=:R2 , et la courbure est la même pour toutes les sections norma- 
les ; les points d'une surface répondant à cette propriété, portent 
le nom d'ombilics. D'après cela, on comprendra que Tellipsoïde, 
par exemple, a quatre ombilics. 

— Lorsque les sections normales donnent pour le rayon de cour- 
bure un maximum ou un minimum, on les appelle sections princi- 
pales ; on nomme courbures principales les courbures correspon- 
dantes. Les sections principales so7it perpendiculaires entre elles en 
chaque point considéré. 

131. — Xjlgnes de courbure. — On appelle ainsi toute ligne 
tracée sur une surface, et telle, que les normales menées à cette sur- 
face, en chacun des points de la ligne considérée, /brm^n/ les géné- 
ratrices d'une surface dévehppabler Rappelons qu*une surface dé- 
veloppable est le lieu des tangentes à une courbe à double cour- 
bure, appelée arête de rebroussement. 
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Cela posé, considérons sur la ligne de courbure deux points M et 
M' infiniment voisins, ayant pour coordonnées respectives z, y, z, 
et x-^-dx, y + dy, z+dz. Les normales menées on ces points de- 
vant être tangentes en N et N', par exemple, à Tarête de rebrousse- 
ment qui est une courbe à double courbure, elles ne seront pas 
dans le même plan ; mais leur plus courte dislance étant un infini- 
ment petit du troisième ordre (lie), on ^Q\xi\^. négliger \ ce qui 
revient à supposer que ces tangentes sont dans un même plan, et 
qu'elles se rencontrent en un certain point C, dont nous désigne- 
rons les coordonnées par X, Y. 

L'équation de la surface étant donnée sous la forme 

soient j9 et q les dérivées partielles de la fonction z par rapport à 
X eik y {^3). Les équations de la normale MN qui sont (181) 

{X-x)+p{Z-z) = 0, et (Y-y)^q{Z-z)=^0, (1) 

doivent contenir le point C. Ce point se trouvant aussi sur la nor- 
male WN', les équations ci-dessus doivent exister quand on rem- 
place les coordonnées du point M par celles du point M', c'est-à-dire 
par x-j-dx, y-\-dy, z-\-dz. Il en résulte que les différentielles des 
premiers membres de ces équations sont égales à zéro ; en regar- 
dant X, Y, Z comme constants, z comme fonction de x et de y, et 
en posant, comme au numéro (-43), 

dp dp dq dq 

dx ^ dy dx^ dy 

on aura donc la relation 

— dx — p{p dx-^q dy)+ (r dx -+-sdy) (Z — «) = , 

qui donne 

{i+p')dx+pqdy 

z,— 2= ; ; . 

rax + sdy • 

Pareillement 

— rfy — q {p dx -i- q dy)-i' {sdx-i- 1 dy) {Z — z) = 0, 
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donnera 

y {i+q^)d!f+pqdx 

et par suite 

{i+p^) dx+pq dy (!+§'*) dij-^pq dx 



rdx-\-sdy sdx-^tdy 



(2) 



Cette relation, dans laquelle les quantités /), y, r, 5, / doivent 
être considérées comme fonctions de x et de y, est nécessaire pour 
que le point M' se trouve placé sur la ligne de courbure, passant par 
le point M. Elle n'est autre que V équation différentielle de la ligne 
de courbure qui passe par ce point M, ou mieux, Téquation diffé- 
rentielle de sa projection sur le plan des xy ; mais pour remonter 
à la relation primitive entre x et y, il faut avoir recours au calcul 
intégral. L'équation de la ligne de courbure s'obtiendrait au moyen 
de cette relation primitive^ et de Téquation de la courbe. 

13S. — On peut cepejidaîit, au moyen de la relalion (131.2), 
démontrer une importante propriété inhérente aux lignes de cour- 
bure. Pour cela, divisons dans la relalion (2) les deux termes de 
chaque membre par dx, il viendra, en employant la notation y au 

lieu de -7^ , 
dx 

i+P'-+pqy ^ {^+q^)y+p q 

r-jrsy' s + ty 

ou, en chassant les dénominateurs, et en ordonnant par rapport aux 
puissances décroissantes de y' , 

[(l+i7')5-;>y/]y'*+[(l+y')r-(l+;?^)^]y'-[(l+/?')5-;?çr]=0 ; (1) 
équation du second degré en y', qui indique par cela même, que 
l'on doit suivre deux directions à partir du point M, pour tracer par 
ce point une ligne de courbure. 

Si pour simplifier 071 prend comme au numéro 1S7, le plan tan- 
gent en M pour plan des xy, si on place Torigine en ce points et si, 
de plus, on donne aux axes des x et des y des directions telles, que 
le terme xy disparaisse, on aura 

^ = 0, y = 0, 5 = 0, 

10 
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de sorte que l'équation (1) simplifiée deviendra 

(r — Oy=0. 

Lorsque r diffère de /, le point considéré M n'étant pas un ombi- 
lic, l'équation précédente donne y' = 0, et comme elle a perdu son 
premier terme, elle donne aussi y '=00; les deux directions que 
montrent ces valeurs 9ont perpendiculaires entre elles. On a vu (1S7) 
que les plans choisis des zx et des zy sont ceux des sections princi- 
pales faites au point M ; il faut donc pour tracer sur la surface une 
ligne de courbure^ marcher dans la direction des sections principa- 
les en ce point. 

En résumé, en chaque point M d'une surface, sauf les points sin- 
guliers, passent deux lignes de courbure perpendiculaires entre 
elles^ ayant chacune une tangente commune en ce point, avec la 
section principale correspondante. 

133. — D'après les principes exposés ci-dessus, on conçoit que 
dans les surfaces cylindriques, les génératrices forment xxn premier 
système de lignes de courbure ; les sections droites qui sont les 
courbes perpendiculaires aux génératrices, forment le second sys^ 
tème. 

Dans les surfaces coniques, c'est également la génératrice au 
point considéré qui forme le premier système; le second est formé 
par les courbes appelées trajectoires orthogonales des génératrices, 
lesquelles coupent ces génératrices à angle droit. Il en est de même 
dans les surfaces développables, et dans les surfaces réglées. 

Dans les surfaces de révolution^ le premier système est formé par 
le méridien^ dont le plan contient toutes les normales menées en 
chacun de ses points ; les parallèles constituent le secoîid sysihme. 

Quant aux surfaces gauches, le plan tangent en un point de la 
surface n'est tangent qu'en ce point ; et les normales à la surface* 
menées par les divers points d'une génératrice, ne se trouvent pas 
sur une surface développable. Dans ce cas, le plan sécant infini- 
ment rapproché du plan tangent, coupe la surface suivant une hy* 
perhole, dont les axes indiquent la direction des lignes de courbure. 
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10. - CARACTÈRES ANALYTIQUES DES PRINCIPALES FAMILLES DE 

SURFACES. 



— Ces caractères sont déterminés par les équations aux différen- 
ces partielles qui distinguent ces familles ; équations auxquelles on 
est conduit par l'élimination de toute fonction arbitraire. Une rela- 
tion entre les différentielles de plusieurs variables^cst appelée équa- 
tion différentielle ; lorsqu'elle contient les dérivées partielles d'une 
fonction de plusieurs variables, elle est dénommée équation aux 
différentielles partielles^ ou plus communément, eyîm/îon aux diffé- 
rences partielles. 

13^4. — Surfaces cylindriques. —Une Surface cylindrique est 
celle qui est engendrée par une droite indéfinie, assujetie à se mou- 
voir sur une courbe fixe appelée directrice^ tout en restant cons- 
tamment p«r«//<?/^ à elle-même. Toute surface ainsi obtenue peut 
être considérée comme engendrée par la même droite, s'appuyant 
sur une directrice plane, résultant d'une section faite dans cette 
surface par un plan. Si Ton prend ce dernier pour plan des ay, 
Téquation de cette directrice sera 

?(x,y)=0. (1) 

Les équations de la génératrice seront 

x = azH-a et y = é-s + p. (2) 

Les coordonnées ic = a, y = p de sa trace sur le plan des xij 
devant rencontrer la directrice, elles doivent satisfaire à Téqua- 
lion (1) ; on aura donc Féquation de condition 

?(*. P) = 0, (3) 

et en éliminant oc et ^ entre les équations (2) et (3) on obtiendra 

^[x — az^ y — bx) = ; 
équation générale en quantités finies, des surfaces cylindriques. 
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Pour trouver une relation indépendante de la fonction arbitraire 
ç, différentions l'équation (3) par rappport à x^ puis par rapport à y; 
il viendra en posant toujours 

dz dz 

k|(.-«,)=0. 



^(i-»rt-5^«P-0, et 




On déduit de ces relations 




cff 




dcL bp 
dff i'—ap 


i — bq 


rfP 





ou, en chassant les dénominateurs et en simplifiant, 

a/? + éy = 1 , 
équation aux difféi^ences partielles de toutes les surfaces cylindriques. 

136. — Surfaces coniques. — On nomme surface conique 
une surface engendrée par une droite indéfinie, qui passe constam- 
ment par un point fixe appelé sommet, en s'appuyant toujours sur 
une ligne donnée que Ton nomme directrice. 

Concevons, comme pour les surfaces cylindriques, un plan 
sécant mené d'une manière quelconque, mais ne passant pas par le 
sommet ; prenons-le pour plan des xy, et choisissons pour direc- 
trice la courbe qu'il détermine par son intersection avec la surface 
conique. On aura pour Téquation de cette directrice, 

Si les coordonnées du sommet sont a:,, yi, z^, les équations d'une 
géuératrice quelconque seront de la forme 

x — x,:=:a[z — z,) et y — y, = h{z — z,), (2) 

aoXb étant des paramètres variables. Le point de rencontre de 
cette génératrice avec le plan des xy^ aura pour coordonnées 
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x^= x^ — az^ et y = y\ — bz^ ; 

et coirimo il se trouve sur la directrice, ces équations doivent 
satisfaire à la relation (1). On aura donc 

ou, & cause des équations (2), 

ç (x — az, y — ô^) == . 

En difFérentiant par rapport à a: et par rapport à y^ on trouverait, 
comme ci-dessus, la condition 

et en remplaçant les paramètres par leurs valeurs tirées des 
équations (2), 

z — z,=p[x — x,) + q[y — y,), 
équation aux différentielles partielles de toutes les surfaces coniques, 

136. — Surfaces de révolution. — Toute surface engendrée 
par un cercle variable de grandeur et de position, qui se meut le 
long d'une droite appelée are, à laquelle il est constamment per- 
pendiculaire et qui contient tous ses centres successifs, est appelée 
surface de révolution. 

D'après ce mode de génération, on peut considérer chaque cercle 
comme IHnlerseciion d'un plan variable perpendiculaire à Taxe, et 
d'une sphère de rayon également variable, qui aurai t^ son centre 
sur un point fixe de cet axe. Supposons que ce point se trouve sur 
le plan des ary, et que ses coordonnées soient 

Soient aussi 

^i = a^i + oc et yi = ôj, + p, (1) 

les équations de Taxe de révolution. Celles du cercle générateur 
seront 

(x— a)' + (y— ?)'+5' = R' et ax+by-^c = k, (2) 
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dans lesquelles les quantités R* et k varieront avec la position du 
cercle, et seront liées par Téquation 

R'=9(A); (3) 

«de sorte que l'équation générale de cette fan)ille de surfaces sera 

(x-a)» + (y — py + 2^ = <?(ax4-ôy + c). (4) 

On trouverait réqtiation différentielle, en différentiant Téqua- 
tion (3) et en éliminant la fonction <p, comme il a été fait pour les 
deux surfaces que nous venons d'examiner ; mais on y arrive plus 
simplement, en remarquant que la normale à la surface coupe Taxe 
de révolution ; par suite, ses équations devant satisfaire aux équa- 
tions (1) seront, en représentant par a?,, y,, z, les coordonnées 
du point de rencontre (id), 

L'éq%iatio7i aux différences partielles résultera de l'élimination de 
^i> Vx Z\i entre cette dernière équation et la relation (1) ; on trou- 
vera de cette manière, 

(«+p)(ç^+y— P) — (*+y)(p-+^— «) = o, 

ou 

[y — bz — p) /> — {x — az — a) y + û (y — P) — A (j: — a) = 0, 

137. — Nous ne nous étendrons pas davantage sur les applications 
du calcul différentiel, nous bornant à donner ci-dessous^ sans entrer 
dans la démonstration, les équations aux différences partielles des 
familles de surfaces suivantes : 

Surfaces développables s* — rt = 0. 

Surfaces gauches à directrice rectiligne . rx* + 2sxy + ty* = . 

Surfaces gauches à plan directeur .... q^r — 2pqs + pH = . 

Surfaces conoïdes px + qy = . 

Les quantités />, y, r, s, t représentent toujours les dérivées 
annotées (43-131). 
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ELEMENTS DU CALCUL INTEGRAL 



I. _ NOTIONS PRÉLIMENAIRES. 



138. — OtiJet du oaloul intégral. — Le calcul intégral a pour 
but de remonter des dérivées aux fonctions qui leur correspondent. 
Il est rinverse du calcul différentiel par lequel on cherche, au 
contraire, la dérivée d*une fonction connue. Ainsi, étant donnée la 
fonction continue 

on trouve au moyen du calcul différentiel^ sa dérivée 

y'=/'{^). (2) 

et sa différentielle 

dy = r{x)dx', (3) 

tandis que Ton se propose avec le calcul intégral, étant donnée 
cette dérivée (2) ou cette différentielle (3), de trouver la fonction 
primitive (1). 

189. — Interprétation géométrique et notation d'une 
intégrale. — Soit donnée la fonction 

y=F(^), (1) 

représentée géométriquement par la courbe AB (Fig. 30). 
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Cliercbons l'aire interceptée entre cette courbe, l'axe des j: et 

les deux ordonnées PM et QN, par exemple. 

Divisom, à cet effet, l'intervaHc PQ en un 

certain nombre de parties égales, et élevons 

des ordonnées par les points obtenus; l'aire 

FMNQ se trouvera ainsi divisée en autant de 

/;'a/)er«CHm/iyH*'S,ayant tous même hauteur, 

et ayant pour bases les valeurs successives 

^'^' ^"' des différentes ordonnées. Menant aussi par 

les extrémités M, M', ... N des parallèles à l'axe des x, on forme 

une série de rectangles intérieurs et extérieurs k chaque trapèze 

respectif; et qui, tels que PMFP' et PEM'P' à l'égatd de PMM'P', 

comprennent ce trapèze. Il en résulte que l'aire considérée, que nous 

représenterons par U, est comprise entre la somme des rectangles 

intérieurs et celle des rectangles extérieurs. 

Mms la différence de ces deux sommes est évidemment égale au 
rectangle ME'FF, dont la base ME', — différence des ordonnées 
extrêmes — , est invariable, et dont la hauteur MF ou h peut deve- 
nir aussi petite que l'on voudra, en prenant un nombre de divisions 
suffisamment grand. Par suite, ces deux sommes ont pour limite 
U, ce qui donne 

U=iim. Sy/i, (2) 

S désignant la somme des produits analogues yh . 

Si l'on passe à la limite, c'est-à-dire si le nombre de rectangles 
augmente indéfiniment, le côté h devenant infiniment petit, devien- 
dra égal k dx différentielle de l'abscisse, tandis que y variera d'une 
manière continue. On aura alors la vraie valeur de l'aire, ou la 
^omme intégrale des éléments de celte aire, que l'on indiquera en 

remplaçant la caractéristique X par / , et en écrivant 



U= fydx; 



(3) 



expression dans laquelle chacun des produits ydx est appelé un 
élément de l'intégrale, et qui s'énonce : U égale l'intégrale de ydx, 
ou U égale somme de ydx. 
— Celte intégi-ale est dite indéfinie, parce que l'on ne spécifie 
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pas entre quelles limites elle est prise ; mais elle devient détermi- 
née lorsqu'on donne les abscisses extrêmes ; elle prend dans ce cas 
une valeur particulière, pour laquelle elle est dite définie. On indi- 
que cette circonstance, en écrivant au bas et k droite de la caracté- 
ristique / , Tabscissc qui correspond à la limite inférieure^ et au 

haut de ce même signe, celle qui correspond à la limite supérieure. 
Pour désigner que l'inlégrale est prise depuis Fabscissc a jusqu'à 
l'abscisse 6, on écrira 



U 



= / ydx, 



qui s'énonce : U égale l'intégrale de a à ô de ydx. 

140. — L'aire de la courbe AB (Fig. 30), à partir d'une ordon- 
née initiale supposée lixe, variant avec x^ est une fonction de cette 
variable, et Ton a 

U = /'(^). (1) 

D'ailleurs, la comparaison du trapèze PMM'P', qui n'est autre 
que Taccroissefuent AU de cette aire, avec le rectangle de même 
hauteur A = Aa?, et de base y, donne Tinégalité 

AU 
yA^<AU, d'où, y<^. (2) 

En faisant tendre ùix vers zéro, ces inégalités tendront à se trans- 
former en égalités, et le second membre -de la dernière expression 

d\] 
deviendra à la limite,— ou /'(a:), d'où résultera l'égalité (139.1) 

y=F{z)=/'(:c), (3) 

qui montre que la fonction F (a?) ou l'ordonnée de la courbe ^ est la 
dérivée de la fonction f{x) représentant l'aire considérée. 

— En rapprochant les expressions (1), (3) et (139.3) on pourrait 
en déduire 



/ 



r{x)dx = f(x); 



mais il faut remarquer que la fonction f{x) , n'exprime pas dans 
toute sa généralité l'intégrale de sa différentielle f'[x)dXj attendu 
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que deux fonctions qui ne différent que par une comiante^ donnent 
la même dérivée ou la même différentielle (8t). En remontant de 
celle-ci à la fonction primitive, il y a lieu par conséquent, d'ajouter 
à cette dernière une constante arbitraire, que l'on indique générale- 
ment par C ; de sorte que Ton aura l'intégrale indéfinie 



I 



f'{x)dx = f{x)-hC, 



ou l'intégrale définie 



f 



y'{x}dx=f{x)-hc, 

b 



la constante cessant alors d'être arbitraire. 

On voit par là, que pour obtenir la valeur d'une intégrale définie, 
ou pour remonter à la fonction primitive, il faut déterminer l'aire 
de la courbe comprise entre les deux ordonnées, qui fixent les limites 
de rintégrale ; celte courbe étant la représentation géométrique de 
la fonction dérivée du premier ordre. C'est pour cela que le calcul 
d'une intégrale définie est appelé une quadrature, 

±Ai, . •— TtLéorème fondamantal du oaloul intégral. — Pour 
trouver la constante d'une intégrale définie 



// 



f'{x)dx=f{x) + Q., (1) 

on observera que l'intégrale s'annule (139) 'pour x=^a (Fig. 30), 
attendu que l'aire se réduit pour cette abscisse à zéro ; on aura, en 
conséquence, 

0=/(a) + C, ce qui donne (: = — /(a); (2) 

et par suite, 

'f'(x)dx=f{x)-f{a). (3) 



/; 



On aurait pour x=6. 



/ 



y'(x)dx=f{b)-f{a). (4) 

b 



Le résultat indiqué par cette dernière expression subsiste encore, 
lorsque la fonction continue, ou sa dérivée /' {x) est décroissante au 
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• 
lieu d'être croissante y les signes seuls sont changés. Il convient 

également au cas où les axes coordonnés ne sont pas à angle droite 

à la condition de donner à cette valeur comme coefficient, le sinus 

de rajigle que ces axes font entre eux. Si 6 était cet angle, on aurait 

eu effectivement, au lieu des rectangles élémentaires yh qui ont été 

considérés (139), des parallélogrammes ayant pour 5t/r/acesin6^A. 

Dès lors, on peut formuler la règle suivante, qui constitue le théo- 
rème fondamental du calcul intégral : Pour trouver la limite vers 
laquelle tend la somme des produits f ' (x) dx, de la dérivée f ' (x) 
d*une fonction continue, par la différentielle dx, — quand on fait 
vaner x d'une manière continue, depuis les valeurs comprises entre 
a. et h, — on cherche la fonction prifnilive à laquelle correspond la 
dérivée, 07i remplace successivement dans cette fonction la varia" 
ble Xyjmr sa limite supérieure b, puis par sa limite inférieure a, et 
l'on prend la différoice de ces deux résultats. 

Remarque. — Il peut arriver que l'intégrale renferme des éléments 
négatifs. Ce cas se produit lorsque la courbe qui représente la fonc- 
tion dérivée, descendant en dessous de Taxe des x, les ordonnées 
deviennent négatives. Si la somme de ces éléments négatifs était 
égale à celle des éléments positifs, Taire totale serait évidemment 
nulle. 

14d. — Application à une intégrale simple. ^ Supposons 
que la courbe AB (Fig. 30) ait pour équation 

et que l'on ait à déterminer l'aire comprise entre celte courbe et 
l'axe des x, depuis Tabscisse a = 2 jusqu'à l'abscisse 6 = 3. 
D'après ce que l'on vient do voir, on aura l'intégrale définie 

^ \j= f 6x'dx; 

ce qui conduit à chercher la fonction qui a 6^:' pour dérivée. On 
reconnaît aisément que cette fonction est 2.r'. Remplaçant succes- 
sivement X par 3 et par 2 dans 2j:\ on trouve 54 et 16 ; par consé- 
quent, on aura pour l'aire cherchée, 

U= r 6a:Wx=2A' — 2«^ = 54 — 16 = 38, 
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IL — PRINCIPES DINTÉGRATION. 



— La caractéristique j indiquant une opération inverse à celle 

indiquée par rf, ces deux symboles s* annulent quand ils se suivent 
immédiatement. Ainsi on aura, sauf la constante arbitraire, 

143. — L'intégrale d'une somme algébrique de différentiel- 
les, est égale à la somme algébrique des intégrales, des dif- 
férentielles qui la composent. — Si Ton a Texpression 

y — u — v-\-z, 

dans laquelle, u^ v q\.z sont des fonctions quelconques d'une même 
variable x, on aura, d'après un principe connu des différentiel- 
les (88), 

d[u — v+z) = du — dv + dz ; 

et en intégrant il viendra 

l d{u — 1? + 5)== / [du — dv-^-dz). 



Or 



, i d[u — v + z)=:U — 1? + 3= i du — i dv+ fdz; 

par suite, on obtiendra en faisant abstraction des constantes arbi- 
traires, 

/ {du — rfv + dz) = I du — / rfv + I dz, 

ce qui démontre le principe énoncé. Il serait facile de Tétendre à un 
nombre quelconque de variables. On aura donc d'une manière gé- 
nérale, 

f[Y{x)+f[x) — tf{x)]dx= (¥{x)dx+ ff{x)dx— fff{x)dx. 

±'4^. — Tout facteur constant peut indifféremment être 
placé en dehors du signe / , quand il se trouve sous ce i^gne ; 
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ou inversement, on peut le faire passer sous ce signe s'il est 
en dehors sans altérer le résultat. — Cotte faculté de transposi- 
tion résulte directement de ce que le facteur constant placé sous le 
signe, affecte tous les termes d'une somme, et que multiplier sépa- 
rément chaque terme d'une somme par un facteur, revient à multi- 
plier ce facteur par la somme de tous les termes. 
Cela découle aussi (83. Rem.) de Tégalité 

dans laquelle a est une constante ; cette expression donne en effet, 

at; = j adv; 

et par suite, a 1 dv= jadv, 

d'où, a ixdx=laxdx. 



1-45. — On démontre dans le calcul intégral que chaque équa- 
tion différentielle a son équation intégrale ; mais si, comme on Ta 
vu dans la première partie, la différentiation est soumise à une 
règle générale (15), il n'en est pas de même quand il s'agit de re- 
monter de la dérivée à la fonction primitive. On conçoit combien ce 
défaut de règle peut créer de difiicultés, en obligeant d'avoir re- 
cours dans certains cas, à des artifices de calcul plus ou moins dé- 
tournés. 

— Nous do?i720fiSy ci-dessous, le tableau de quelques différentielles 
étudiées dans la première partie, en mettant en regard les intégra- 
les qui leur correspondent : 

da^+^ = (m+^)x'*'dx (18) / x'^dx = |-C. 

^ ' J m+l 

. 1 i<5ff ^ t / X r^ dx ^ 

d\ogx=^ dXj (19) I loge — =log j^ + C. 

X J X 

, , log a , , , /* , loff e 

loge J loga 

d smx^=s cosxdx f (SO) j cos xdx = smx-{'C. 
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dcosx== — sinxdXf (S8) j sin xdx = — cosa:+C. 



dx , . r dx 

rf lang a?= — ?— , (ô8) / — r- = tangar+C. 



dx r dx 

rfcot j:= — r-r~> (®®) / -r-r-== — cota?+C. 



u^ C dx 

d nvc. sîn T. = J (S9) / ==arp. sîn.7?-f.r 

J \Ji-hx' 
a arccosa: = . , ...(S9) / ■ =arc cos x-\-C. 



dx 
dx 

I - V 



dx r dx 

rfarclanga:=— — J, (09) 1 ——;=== i^rc tango: H-C. 

J. \~ X ^/ 1 " 1 X 

dx C "■"*" dtX 
rfarccota; = — •: r, ..•(99) /- ■ = arc cot a?+C. 

Lorsque la différentielle proposée n'est pas connue, ce qui est le 
cas général, on pourra la ramener à une différentielle connue, par 
Tun des trois procédés suivants ; toutefois on n'est pas toujours 
certain d'y parvenir. 

146. •« Premier procédé. — Le premier et le plus simple 
procédé, basé sur la propriété démontrée (144), consiste à multi*- 
plier et à diviser l'intégrale par un facteur comtcaU convenable. 

1* — Ainsi dans l'intégrale 

"dx 



r 



X ' 



la différentielle placée sous le signe / ne diffère de dx, dont 

J X 

rintégrale est log x (145), que par le coefficient constant log e ; 
on peut donc la ramener à cette forme en muliipliajit sous le signo 
par log e. Mais pour ne pas altérer le résultat, il faut faire ea 
dehors du signe l'opération inverse, c'est-à-dire, diviser par ce 
même coefficient log e^ et Ton aura 

J x log e J X log e 

en ajoutant une constante arbitraire C (140). 
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Si les logarithmes sont pris dans le système mpérien^ on obtien- 
dra (19) 



/ 



— t=log'x+C. 

X 



Soit encore rintégrale 



I 



a^]o^adx , 

La différentielle â'^log a ^/j: qui n'est pas connue, le devient(l^5) 
en divisant la quantité sous le signe par log e. Cette opération en- 
traînant l'obligation de multiplier hors du signe par la même quan- 
tité (1^*4) y on trouvera 

I a'\ogadx=\oge j r-^ a*rfx = log c a^ -+- C . 

On arrive au même résultat en mettant en dehors du signe / , le 
facteur constant log a. 

147. — Deuxième procédé. — Ce procédé s^eifectue par chan- 
gemeiit de variable ou par substitution. Il consiste à remplacer dans 
Texpression placée sous le signe d'intégration, la variable par la 
valeur qu'elle prend dans une relation convenablement établie 
entre elle et une variable auxiliaire. Après l'intégration de l'exprès- 
sien ainsi obtenue, on doit remettre la première variable à la place 
de la variable auxiliaire. 

1* — Supposoîis que l'on ait à trouver 



/; 



a* 



Trdx. 



Posant 

x=zav, d'où, dx = adv, et x*=aV, 
on a en substituant (l'46), 

/a* C àv 

• fl//«=3fl' 1 -7==:=rt«arcsinw-f-C; 

et en remettant pour v sa valeur - , 
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/; 



a . X 

zdx=à^ arc sin - + C 



2* — Soit en seco7id lieu 

/a 
— dx, 
1 + a'x» 



En posant 



V 

a 



on trouve 



, dv j t^ 



a a' 

et en remplaçant dans l'intégrale proposée, celle-ci devient (145) 

/% a dv r dv 

J 1 + a'- 
OU, en mettant à la place de v sa valeur xa^ 

—:dx = arc tang ax + d. 

l'^S. — Troisième procédé. — Ce troisième procédé dénommé 
improprement intégration par parties, repose sur la différentiation 
du produit de deux fonctions. Si u et v sont ces fonctions d'une 
même variable, on a vu dans la première partie (93), que 

dMV = Il dv + V du , (^ ) 

ce qui donne 

Il dv i= d.uv -\- V du . (2) 

Les intégrales des deux membres de cette égalité ou des deux 
différentielles, prises entre les mêmes limites, étant composées d'un 
même nombre d'éléments égaux chacun à chacun, sont nécessaire- 
ment égales, et Ton a 

jtidv= I d.uv — jvdu; (3) 

*.' *' *.' 

Comme / d.tiv revient à uv, il en résulte 
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I udv = tiv — I vdu. (4) 

Ce qui signifie que Vititégrale d'un produit composé d'un facteur 
u, et d'une différentielle comme dv, est égale au produit du premier 
facteur u par rhitégrale v de cette différentielle, diminué d'une se- 
conde hitégrale comprenant l'intégrale v cowme^ multipliée par la 
différentielle du premier facteur u. 

Celte relation permet dans certains cas, de ramener une intégra- 
tion proposée à l'intégration d*une différentielle connue. 

1** — 5ot7, par exemple ^ à prendre 



Posons 
d'où, 



/ 



\of^ xdx. 



t/=logx, 
du = ^^dXy 

X 



et dv = dx 

provenant de v=x; 

Tapplicaiion de la formule 4 donnera (l'45) 

lose 



logxdx = x\ogx — I x—^— dx = x]ogx — / \ogedx; 



et comme 



on aura 



/x 
logxdx = x{\ogx — \oge) = x\og — hC 



2* — Soit proposé encore 



/ 



axcïBngxdx. 

dx 



Faisons M==arctanga:, d*oii, du^=^ 



et dv = dxj ou r=a?* 



11 
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On trouve par la même formule (4), 

//* xdx 
a,vciaxïgxdx = xaTcia.ngx — / t ;. 

Or, cette dernière intégrale peut être ramenée facilement à /a 

du 
forme — , dans laquelle le numérateur est la différentielle du 
u 

dénominateur. Il suffit de multiplier par 2 sous le signe, ce qae 

Ton peut faire à la condition de diviser par 2 en dehors de ce signe; 

du 
et comme — est la différentielle de log'w (19-1-46), on aura 



/xdx i r2xdx 1 , , , 



par conséquent, 



/ 



1 

arc tang xdx=x arc tang x — - log' (1 + x') + C, 



en ajoutant toujours une constante arbitraire. 



m. — LNTÉGIUTION DES DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES. 



1. - INTÉGRATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 

1-49. — Diflérentlelles algébriques entières* — I. — Soit 

d'abord la différentielle monôme , . 

x!^dx. 

On trouvera son intégrale par le premier procédé {l'étO); en 
remarquant, en effet, que cette différentielle deviendra connue si on 
la multiplie par m-^-l, on aura (1-46), 

Qf^dx=^ ; / (m + l)a;*aa: = :+C, 
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en ajoutant toujours la constante C, qui reste arbitraire tant que 
les limites de l'intégrale ne sont pas indiquées. 

— Si le monôme donné éiait multiplié par un facteur constant, 
ce facteur entrerait dans l'intégrale trouvée (144) ; ainsi 

Aaf^dx = A I af^dœ=X hC 

J m + 1 

On voit d'après cela, que pour intégrer une différentielle monôme, 
il faut augmenter l'exposant de x d'une unité, puis diviser par cet 
exposant ainsi augmenté. 

Exemple, — 



/ 



%xidx=8-r — &x* + G. 

4 



3 

Remarque. — La règle ci-dessus convient aux exposants négatifs^ 

— m\ mais elle est en défaut et elle donne — ,pour m=— 1 ; dans 

ce cas particulier on a 

dx 
ar-*dir=-^, différentielle de log'a? (19), 
x 

et par conséquent (146), 

jx''dx= T— =»log^a; + C. 

150. — n. — Si la différentielle est un polynôme, Tintégration 
comprendra une suite de monômes, et rentrera dans le cas précédent. 
1^ — L'expression 

r(Aa:«-+-BjJ» — Daf + )dx 



donnera ( 1 43* 1 49) , 



+ 



/ Kx'^dx-^- 1 Bx^dx — / DoCPdx 

jfn+i a:*"*"* a^"*"* 

;^A~~4-B— - -D-— -+- H-C, 

w+i n + 1 jo+1 

en représentant par C la somme de toutes les constantes. 
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Exemple. — Oq trouvera de cette manière, 

Aso;'— 9a:' + 2x+5)da: = 2a;* — 3j;' + a;' + 5z + C. 
2* — Pour trouver 

{a + bx)^ dx , 



/< 



on pourrait aussi ramener cette expression à une suite de monômes j 
en développant la puissance indiquée ; mais pour arriver plus sim- 
plement au résultat, on emploiera le procédé ]^9ir substitution {±'4^r). 

Posant a + ftx = t? , 

V — a 
on a a;= — - — , 



do 
et dx= -ri 



en substituant (1*49), 

(a+bx)^dx= / ---rft>=— n + C. 

et en remplaçant v par sa valeur, 



/ 



la + bx)^dx= \^ \^ +C, 



Exemple. — 

(7 + 3a;)» 



/ 



(7 + 3x)*ûte= 



15 

161 • — IMffèrentielles algébriques firactlonnaires. — Lors- 
que le dénominateur de l'expression fractionnaire est un monôme, 
on ramène ce cas aux précédents, en faisant passer au numérateur 
le facteur inconnu x^ qui se trouve au dénominateur avec une 
puissance quelconque ; puis on effectue de manière à obtenir une 
suite de monômes. 

Mais^ si le dénominateur n'est pas un monôme j on ramènera l'ex- 
pression fractionnaire, quand elle ne satisfera pas à cette condition, 
à avoir l'exposant de x dans le numérateur, d'un degré moins élevé 
que dans le dénominateur, et cela, en effectuant la division. On 
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aura de cette manière pour quotient, une fonction rationnelle et en- 
tière dont on sait prendre Tintégrale, plus la fraction formée avec le 
reste et le diviseur. 

Nous aurons toujours à considérer dans ce qui va suivre, des 
fractions qui répondent h cette condition, soit qu'elles proviennent 
de l'opération préalable que nous venons d'indiquer, soit qu'elles 
aient été directement proposées ainsi. 

La première opération à faire pour intégrer les différentielles en 
général, consiste à les ramener en d*autres plus simples, dont on 
connaît ou dont on peut trouver plus facilement les intégrales. En 
ce qui concerne spécialement les expressions fractionnaires^ on les 
décomposera en fractions partielles, par des procédés que nous au- 
rons à faire connaître. 

158. — I — Examinons d'abord le cas où le dénominateur est 
un monâmcy et où l'on a 

a {x — ô)**"* dx 



f 



nx^ 



En dégageant le facteur constant, et faisant passer af* au numé- 
rateur, on a 

nj 

Si maintenant on développe {x — é)"**"*, et que Ton multiplie cha- 
que terme par x^^, on obtiendra une suite de monômes, dont l'inté- 
gration rentre dans les cas examinés. 

Exemple. — En supposant m=i dans l'expression ci-dessus, 
on aura la suivante : 

-( fx'-'dx — Sb Ix-^dx-^W ixr^dx—b^ îx-^dxY 

et par conséquent, 

f ajx-bydx af 3b 3*' b^\ 



1. — n — Supposons maintenant que le dénominateur soit un 
binôme du premier degré, et proposons-nous de prendre 
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kdx 



/ 



te — a* 

II est aisé de voir, en employant le premier procédé (146), que 

lorsqu'on multiplie dx par b on obtient b dx, différentielle du déno- 

du 
mmateur ; la fraction est ainsi ramenée à la forme — qui a pour 

intégrale log't/, et Ton a 

/kdx A r bdx A, ,,. , ^ 

Exemple. — 

16-4. — Quand le dénominateur non monôme est supérieur au 
premier degré, on le décompose en facteurs du premier degré, et 
Ton prend successivement chacun de ces facteurs pour détiomina- 
leur, dans les fractions partielles qui doivent remplacer l'expression 
différentielle proposée. 

Comme on le voit, le moyen de simplifier cette expression diffé- 
rentielle, est subordonné à la condition de trouver /e^racmes d un 
degré quelconque. 

Nous examinerons les cas les plus simples, qui se rapportent au 
trinôme du denanème degré, et à quelques exemples d'un degré su- 
périeur, dont on peut déterminer facilement les facteurs. 

156. — III — La différentielle fractionnaire ayant pour dénomi- 
nateur un trinôme du second degré, sera de la forme 

imx + n) dx , , 



ax^ + hx 
Nous supposerons : 

1° — que les racines du trinôme soient réelles et inégales ; dési- 
gnons-les par oc et ^. La loi de décomposition du trinôme donnera 

ax^-\-bx + c=a{x—a'^ [x—fi). (2) 

Représentons par A et par B les numérateurs inconnus des deux 
fractions partielles, on devra avoir 
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fnx~\-n A B 



(a:— a) (a: — P) x — a x — P' 
ou, en faisant disparaître les dénominateurs, 

m^+n = A(a: — P)-hB(x— «). 

Cette relation doit avoir lieu pour chaque valeur des racines ; il 
viendra pour a: = a , 

wa + n = A(a — p), ou A = 



ot — p ' 



etpour ar:=p. 



mp+n = B(P— a), ou B= / . 

^ ' p — a 

Les numérateurs des fractions partielles étant connus, on aura, à 
cause des relations (2) et (3), 

dx 



/ {mx'+'7î)dx A r dx B /* 
ax^-^bx-i-c aj X — a «j: 

A B 

= -log'(j; — a)+-)og'(a:— P)+C. 



p 



— ^n généralisant cette marche, on arriverait à la règle suivante 
applicable à tous les degrés : Pour trouver les numérateurs des 
fonctions partielles, le numérateur A par exemple, il faut prendre 
une fraction ayant pour numérateur celui de la fonction donnée y 
quand on y change x par a, et pour dénominateur ^ le produit de$ 
différences entre la raciîie a et toutes les autres. 

Exemple. — On trouve par ce moyen pour 



/ 



{lX'+-9)dx 



d'abord les racines a = 3 , f! = — 5 , 

et par suite, les facteurs du premier degré 

2(x»-h2j:— 15) = 2(x — 3) (:c+5); 
donc, d'après la règle précédente^ 



IM CALCUL INTÉGRAL 

7x3+9 IS 7X— 5 + 9 13 

3+S ~4' * —5—3 4 

Par conséquent, 

/ (7g + 9) <fcc _15 r dx 13 /"di 
2ar« + 4a; — 30~ % J x — 3'^ S J x 

= ylog'(x-.3) + ylog'(a; + 5) + C. 

156. — 2* — Supposons maintenant que les racines du trinôme 
soient réelles et égales, et désignons par a la racine double. On 
aura, à la place de l'expression (166.3) que nous venons de voir, 
la nouvelle forme 

{mx + n) dx 

a{x — (ty ' 

que Pon peut intégrer en employant le procédé de substitution 
(1<47). Faisons, en effet, 

d'où, ar = t? + a, 

et dx=dvj i 

il viendra 



/ {mx + n)dx Ç 
a{x-ccY -J 



(mv + ma -^n) dv ^ 



av 
ou, en dédoublant la dernière expression^ et en mettant en dehors 



du signe / les facteurs constants, 



m rdv ma + n Cdv m , ;7tx-)-nl ^ 

- I 1 / — =-log V hC; 

aj V a J v^ a a v 

— est connue (l^e), et la deuanème 
revient (l'ie) h 

rdv r ^ v-' 1 

J v^ J -1 t; 
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On aura donc, en mettant xslIbl place de r, 

dx m fnfx.'\-n 1 

rr = -log (x-a) ^ l-C, 

) a a X — a . 



r{mx-\-n) 
J a{x—cL 



• Exemple. — On obtiendra de cette manière, 

1 57. — 3* — Supposons en troisième lieu que les racines du trinôme 
soient imaginaires. Le trinôme pourra se mettre dans ce cas sous 
la forme 

a[(^— oc)' + p*], 
et il faudra prendre 

/{mx'^n)dx 
a[(a:_a)«+p«]- 

Pour cela on posera 

a: — a=pt;, d'où, ^=:pe? + a, et dx = ^dv. 

On aura donc en substituant, puis décomposant 

/ (m^v + m(t-^n)^dv Ç m^^vdv r{mx-tn)^dv 

ou, en simplifiant et dégageant les facteurs constants, 

/(mX'-{-n)dx m T vdv moL-i-n f dv 

/V fil) 
-; n'est pas connue ; mais, en lui 

appliquant le premier procédé (146), on voit qu'il suffit de multi- 
plier le numérateur par 2, — ce qui oblige à diviser par 2 en dehors 

du signe / — , pour obtenir l'intégrale du dénominateur; son inté- 
gre sera, ainsi, égale au logarithme népérien de ce dénominateur. 
Quant à la deuxième intégrale elle est connue (l^S), et il viendra 
en définitive, pour Tintégrale cherchée, 
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— log (t;' + !)H -— arclangt? + C; 

ou, en remettant x à la place de v, 

a[(a:-.y+^^r Ta^'^ [(-7") "^^J 

Exemple. — On aura, d'après ce qui précède, 

/ {Tx-h9)dx _ r {Tx + 9)dx 
4x*-16.r + 52~j 4[(x-2)*+3«] 

7, ,r(ar— 2)^ ,1 23 j? — 2 ^ 

158. — IV. — Considérons enfin quelques expressions différen- 
tielles, dans lesquelles le dénominateur est du troisième degré \ le 
numérateur ne pourra pas être supérieur au deuxième degré (l6l). 

1"* — Soit par exemple^ la fraction différentielle 

( jt' — 3a: + 5) ffe 
0?' -t- ar' — 4 X — 4' 

On remarque aisément dans le dénominateur^ que la différence 
des deux carrés x* — 4 provient du produit (ar + 2) {x — 2), et que 
ce dénominateur revient à (a:+ 1) (ar — 2) (07 + 2), facteurs réels et 
inégaux du premier degré. Pour décomposer la nouvelle expression 
on posera 

a^-.3a:+5 ABC 



(a: + l)(x — 2)(ar + 2) x + i x — 2 x + 2 

et Ton pourra déterminer les numérateurs des fractions partielles, 
par une marche analogue à celle suivie (165) ; c'est-à-dire en fai- 
sant disparaître les dénominateurs, en donnant successivement à x 
les valeurs de chaque racine, — I , + 2 8t — 2, et en tirant la valeor 
do nomérateur correspondant. Sans passer par toutes ces transfor- 
mations on trouve, en appliquant directement la règle qui en décoole. 
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avec — 1 , 


1+3H-8 


• "" (-i_2)H4+2) 


- +2, 


4-6H-5 1 

(2 + 1) (2 -H 2) 4' 


- -a 


4 + 6 + 5 15 


(-2 + 1) (-2-2) 4' 


et par suite, 




r{x* — 2x-\-li)dx 


^ r dx l r dx IJi r dx 



/ x^ + x^ — ix — i ! x+l 4 / x—2 4 / x+2 

1 IS 

= — 3 log' (a: + 1) + -log' (x — 2) -f- -p log' (x + 2) + coart.. 

4 4 

159. — 2° — Lorsque le dénominateur de la fraction proposée 
renferme deux racines égales, et que l'on a par exemple [x — ô)* 
en dehors de Tautre facteur, on ne saurait employer le même mode 
de détermination des deux fractions partielles, qui correspondent 
au facteur double ; mais on remplacera ces deux fractions par 

Bx+C 

— . D'une manière plus générale, si Ton avait au dénomina- 

teur le facteur {x — A)«*, il faudrait prendre une fraction partielle 
de la forme 

(Bx^-* + B, a:«-« + -^-B^^)dx 



dans laquelle on chercherait les indéterminées, et que Ton pour- 
rait intégrer ensuite en posant x — Ô = t;^ ce qui la ramènerait à 
une suite de termes facilement intégrables (158). 

— Nous bornant à la considération du troisième degré au déno*- 
minateur, cherchons, par exemple, 

V— 3arH-5)dLc 




(x — l)(ar+2)* 

On posera 

ar« — 3ar + 5 A Bx-hC 

h— ::i; 



[x—i){x+2Y x—i [x + 2y 
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et, en faisant disparaître les dénominateurs, 

a:*— 3j: + 5=A(x+2)« + (Bx+C)(j:— 1). 

On trouverait, comme ci-dessus (165), les indéterminées Â, B, C, 
en donnant à x les trois valeurs distinctes -f- 1 , — 2 et ; mais on 
peut opérer comme il suit : 

Développant le second membre, et ordonnant par rapport aux 
puissances décroissantes de x, on aura 

j?« — 3a?+5=(A + B)a?«+(4A— B+C)a:+4A— C. 
En comparant ces deux membres on en déduit 

A+B=l, 4A— B+C=— 3, et 4A— C = 5; 

équations qui donnent par leur résolution 

12 11 

A=-, 8=:-, et C= — V. 
3 3 3 

n viendra par conséquent, 

dx 



/ {x^—3x-\-^)dx 1 r dx 2 r xdx U /•_ 
(x-l) (x + 2)~sj x-l'^îj (x + 2)* 3 J {X 

La première intégrale partielle est connue (l'46) ; 
la deuxième donnera en posant a: + 2 = v, d'où dx=dv : 



2)' 




xdx 



/(v—2)dv Cdv ^ r ,^ , , 2 
p — = I 2 / t;-yu==log t?H hconst., 

ou 

xdx 2 

-— — = log' (or + 2) + — — + const. ; 
[x-\-2y a:+2 

la troisième j traitée de la même manière, donnera à son tour 

dx 1 

--= L. const.. 





(.r+2)' a; + 2 

On aura donc, en définitive. 




7^—^ — ==-loff'te— l)+-Iog'(x-H2)H -+const. 
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leo. — 3® — Supposons en dernier lieu y que le dénominateur 
du troisième degré ait deux raciales imaginaires, et soit à prendre 

(x^ —Sx-h^) dx 




(a;+l)[(x — 1)* + 4] 

On fera 

a;«_3^H-5 A Bx + C 



(x + l)[(x— •l)' + 4] x+l (x— 1)* + 4 
qui donne, en chassant les dénominateurs, 

Les indéterminées, obtenues par l'un des moyens précédents 
(155-159)^ auront pour valeurs 

A-5 B— i C — ^ 

de sorte que Ton aura 

/ (x» — 33:H-5)rfx 9 Ç dx i Ç zdx 
(a: + l)[(x-l)«+4P8j x+i~%J [x-if+i 



5 r ^ 

%J {x-if 



dx 

+ 4 



La première intégrale partielle est log' (x+ 1). 
Pour trouver la deuxième, posons 

X — i = Uy d'où, dx=du, 
il viendra 

/xdx r{u + i)du r udu r du 

(x-i)' + 4""J «» + 4 ^ J îT+I'^J tf*+4' 

/a première partie de cette deuxième intégrale partielle deviendra 
connue, en multipliant pai* 2 le numérateur (l'^B), et Ton aura 

/€2 deuxième partie s'obtiendra en posant 
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u=2v, d'où, t; = - et du=2dv; 

m 

/du r 2dv i C dv i 

1 u i X — 4 
= - arc lang " = 5 arc tang — h const. . 

La troisième intégrale partielle esl la même que la dernière obte- 
nue. On aura donc en résumé, pour l'intégrale totale cherchée, 

(x' — ^x+'^)dx 9 1 




(a:+l)[(x — 1)»+4] 8 °' ' 16 



3 j:— 1 

— 5 W'c tang — Hconst. . 



2. — INTÉGRATION DES FONCTIONS IRRATIOmiILLEf . 

idi.^-« // sera toujours possible d'intégrer ces fonctions dès que, 
par des transformations convenables, on les aura rendues ration- 
nelleSf ou qu'on les aura ramenées & une suite de monômes 
irrationnels. 

Nous aurons à considérer ici les radicaux carrés portaat sur le 
deuxième degré; et pour commencer par les cas les plus simples, 
supposons d'abord que la quantité sous le radical soù un binôme 
contenant le terme x*. 

I. — 1° — Soit à chercher 



/; 



dx 



On reconnaît sans peine, que cette expression est la différentielle 
de Tare dont le sinus est x (1^5) ; on aura dès lors, 

dx 



L 



z=.=: arc sia x + const.. 



)J^—x^ 

2^ — On trouverait aussi saos cfUcoI, 
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— dx 



/ 



sli—x^ 

30 — Si Von avait à prendre 

dx 



arccosor+const.» 



/; 



on aurait 

dx 



dx r a , X 

= arc sm - + const. . 
a 



/ dx r a 

Y a* 



les. — n. — 1° — Supposom que Toii ait à trouver 

dx 



/; 



En traitant cette intégrale par substitution (i'A'7)» on posera 



v—x = yji+x*\ (1) 

élevant au carré et simplifiant, il viendra 

qui donne en différentiant et divisant par 2, 

vdv — vdx — xdvi^=Q. 
Par suite, 

dv dx 



'^ j 



et à cause de la relation (1), 

dv dx 



V y/l + x* ' 

et connne (t4S) 

/dv 

il en résulte 
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_ log' v + G = log' (a:+ Vl + x*)+const.. 



/dx 

2^ — Si Pon avait eu Texpression 

dx 



sJa^-\- a 
on aurait trouvé par le même procédé, 

dx 



/; 



yjx^ + a 
30 — En traitant Texpressioii 



= log ' {x + six" + fl) + const. . 



dx 



yjx' — i 

de la même manière^ on poserait 

^PCrr=t; — 0?, d'où, x' — l=(v — xYy 

ce qui donne 

l = 2va: — «*; 

et en différentiant, 

=vdx+xdv — vdv , 

d'où l'on tire 

dx dv 



V — X V 

Donc, 



Ç^^ÈL-^ r^=log't; + C = log'(ar+Vx*-l) 
163. — III. — 1** — Soit proposée l'expression 



— 1)+ const.. 



dx^i—x^. 
On trouve en la décomposant, après l'avoir multipliée et divisée 

par \/l — X' , 

dx{i-^x^) _ dx __ x^dx 

^ÎZI^ y/l — X' >/l— a;' 



(1) 
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et en décomposant encore le dernier terme, on aura 

r dx r —xdx 

dx\i — x* = / ■ + I X. , : . 

Lapremièft intégrale partielle est arc sin x (161). 

— xdx 
On remarque dans la seconde, que le second facteur — = est 

yji — X^ 

la différentielle de ^1 — j;'(l8.2"), on peut donc appliquer à cette 
intégrale, le procédé de l'intégration par parties (148), et il viendra 

/x. ,— — =3:>/l— a?'— i yji—x'dx', 
yH-x' J 

OU en remplaçant^ 

I dx^^ — a:" = arc sin a:H-x\/l — x* — / ^1 — x^dx ^ 

ci en faisant passer le dernier terme dans le premier membre, puis 
en divisant par 2 , 

/ dxyji — ar*=-(arcsin x + x^l — a;')H-const.. 

2'. — Soit à trouver^ 

j dxyja^ — a:", 

en opérant comme ci-dessus, on aura> multipliant et divisant par 

/dx{a} — x') /• a^dx r x*dx 

^a' — x' J yja^ — x« J >Ja^ — x» ' 

La première intégrale est connue (leLS"") ; elle est 

a^dx ^ . ^ r. 

—=• == a* arc sm - + C ; 
V^a* — x' « 

/a deuxième donnera par le procédé de Pintégration par par^ 

ties (l'as). 

il 
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Donc, 



/ rfo: v/û' — ^ = -(a* arc sin - + ar y/a*— :c*) + coflsi. 



ie-4. — IV — 1<> — S« f on propose 



pour trouver l'intégrale de cette expression, on suivra une méthode 
analogue à celle employée pour les deux dernières. C'est ainsi que 
Ton aura d'abord 

dx (l + X*) dx x^dx 



V^l+«* Vl-ha:* VH-«*' 
puis 



dx C xdx 



et comme Tintégration />ar parties donne (l'iS). 

/■^- ' =iT.%fr^T} — \ \[r+x*dxy 

il s'ensuivra (168) 
/ éfe\/lH-ar*===ilog'(ar-{-\/l-f-a?*)-t-arVl -+-a?--- l^{^s?éx 



ou 



j dx>Ji + x^= - jlog ' (x+ V"! + a7')+a: v^l +^1 + eonst. 



2**. — On trouverait de la même manière, 



/ dxy/x^+'a= - j alog'(j:+V'a:* + a)-f-^ v'^'-f-û 1 +const. 



3«. _ CTommc att5«t. 
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166. — Lorsque la quantité 0OU9 le ràdieftl est un trinânie du 
second degré, on peut ramener ce cas aux précédeiltS comme suit : 

I -». Supposons M premier lieu ^nê le co€0cièrèt du terme en x' 
^01^ négatif, et que Ton ait le trinôme 

■^or'H- Aar+c . (1) 

On sait que ce trinôme prend la forme 

obtenue eii cfégâgéttnt le Coefficient a, ce qui donûe 

6 



\a a / 



puis en ajoutant et en retranchant ft là fotft dans la parenthèse, le 

A' b 

carré r-:de la monî^ -- dtî coêffidétit de x, pottf ttfrivef à 
4a» 2a ' ^ 



"K+cil-l^-é)]' 



c *• 
expression dans laquelle la somme -+7"; doit être positive, pour 

éviter que le radical soit imaginaife. 

Pour ramener la forme (2) du trinôme aux cas déjà traités, on 
posera 

x = a+pv, d'où, dx = ^dv, (3) 

et l'Ofi Mfs êfltl Sllbitltllâftl, 

a(p» — pV)=ap«(l — t;*). * (4) 

166. — IL — Supposons maintenant que le coefficient du terme 
en X* soit positif ; le trinôme 

ax^+ôx-i-c (i) 

pourra se mettre sous la fofnle 

a[(a:-«)*±p*l. (2) 



i 
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obtenue en opérant de ]a même manière que ci-dessus ; c*est-à-dire 
en dégageant le coefficient a, et en ajoutant et retranchant en même 

temps le terme — . Cela fait, on posera 

x = (x,±^v, d'où, dx=:±pdvy (3) 

et en substituant dans (2), on obtiendra 

a (p'r* ± p«)=a p'(t?« ± 1). (4) 

Cette dernière forme et celle trouvée ci-dessus (1.4), dans les. 
quelles on pourra mettre en dehors des radicaux les facteurs cons- 
tants, ont été examinées dans les paragraphes qui précèdent. 

167. — 1" — Proposons-nous d'intégrer 

dx 

^5+4a; — x^ 

Le trinôme sous le radical peut s'écrire (166.2) 

9-(x-2)«, 



et en posant (165.3) 



a: = 2-h3t?, 
x — 2 



d'où, t?_ ^ , 

et (lx=3dv, 

il viendra, en remplaçant, et simplifiant (161), 
dx 




/dv . ^ . x—2 

=ar^ sin vH-C=arcsm— - — {-const. 



V5+4a; 
2*. — On trouverait pour 



dx ^ix — x^ , 
dont le binôme sous le radical donne a= ^ = 2 , (166) 



dxy/i — {x — 2yi 
et, en faisant jc = 2 + 2t; , 
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d'où, "^ = "2" 

et dx = 2dv^ 

on aura 



2dv \/4 — ir* , ou idv ^l — r' ; 
donc (163), 

fdx)Jix — x^=i /rft?>/l— v' = 2{arcsint; + t;Vl— t)»)+C 

X — 2 X — 2 , 

= 2 (arc sin — -— H — v*^ — ^') + const.. 

2 4 

3<* — Supposo7is que Ton ait encore à intégrer 

(2x—i)dx 

^-^-^— ^^■^^^^^— — -^^— .» • 

2>/a;' — 6^4-10 

La relation (166.2) permet de remplacer le trinôme sous le radi- 
cal par 

(a;— 3)* 4-1. 

• * • 

On posera en outre (166.3) 

x=3-\-v, d'où, dx = dv. 

Donc, en substituant dans l'expression donnée, on aura après 
simplification, 

(2t>-f-i)rft) 

2 V«'-i- 1 ' 
et par conséquent (168-163), 

/' (2a; — 5)cfa: r_vdv_ i_ /* rft> 

2n/x* — 6x+10 J Vë'+Ï 2^ v'w'H-l 

— ^t,«4_H__log'(t>H-V«'+l)+C 
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= V(:r— 3)« + l+^log'[(x^3) + >/(x-3)» + l] + C 

= Va:' — 6a: + 10 + - log' 1^(0:— 3)+\/^'— 6a?+lo1+coilit.. 

168. — On peut aussi trouver les intégrales des foQctioos da la 
forme que nous venons d*examiner, en convertissant les radicaux 
en fraction rationnelles. Il ewte pour calft plusieurs méthodes 
basées sur le procédé Ao substitution. Nous . examinerons seul6«- 
ment la suivante qui est toujours appHeable^ pourvu que les raci^ 
nés a et ^ du radioal soieni réelles. ~ 

La décomposition du IrinAme du second degré en deux facteurs 
linéaires, doonant 

x'^px + q = {x — c^){x — ^), (1) 

la méthode consiste à poser 



•«pa^*^n^ 



y/x^^px^q={x-^<t)vy 
qui donne en élevant (lu carré, et en tenant compte de la relation (f )> 

X — P = (a: — a) u* ; 

on en déduit 

2{x — 9,)vdv 

Cela posé si Ton a, par exemple ^ à trouver 

dx 



/; 



^x^ -{-px + q 
il viendra en faisant les substitutions voulues et en simplifiant, 

--Çpx+q 

m 

\ » 

intégrale que l'on sfit calculer. 

t « ■ 

— On aura remarqué que les différentielles dans lesquelles entre 

yj\ — a?*, ont des intégrale! qui dépendent d^s arcs de èerch^ et que 



J y/x*'-\-px-hq Ji — t;** 
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Ton obtient des logarithmes pour y]i-\^x*. On conçoit du reste qu'uno 
intégrale puisse être exprimée sous des formes différentes suivant 
les transformations que Ton aura fait subir h la différentielle, et qui 
dépendent de la relation intermédiaire qui a été posée. Ces exprès» 
sions, d'ailleurs, doivent nécessairement rentrer Tune dans l'autre, 
et doivent donner des résultats identiques, sauf les emprunts faits 
& la constante arbitraire. 



3. ^ INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES RIN0ME8. 

169. — Les différentielles commet sous le nom de binômes se 
présentent sous la forme 

af^dxifl + baf^y, (1) 

dont on ne diminue pas la généralité, en supposant lo, n positif \ 
2^^ m et n entiers. 

10 — Pour n négatifs c'est-à-dire pour 



oif^dx 



K^)'' 



on aurait, en effet, en multipliant dans la parenthèse par ar", et en 
divisant en dehors par or**^, ce qui ne peut altérer le résultat, 

a:*-*' dx (flx* + ô)' ; 

expression de même forme que la précédente, et dans laquelle Tex- 
posant n est positif. 

2^"^ Si les exposants m ein étaient— et-, l'expression propo- 
sée (1) se présenterait sous la forme 

on la ramènerait à la précédente, en posant 

X == w*', qui donne dx = st v**""* dv , 
ou, en substituant et en réduisant, 

r 
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expression de même forme que la proposée (1) et dans laquelle les 
exposante de l'inconnue sont entiers. 

Il est donc permis de considérer : 1% n comme positif \ 2®, tn et n 
comme entiers. 

170. — Lorsquç dans la différentielle binôme l'exposant p est 
entiery il est toujours possible d'intégrer cette expression par les 
moyens connus; car on peut effectuer le développement, et l'on 
trouve, après avoir multiplié chaque terme par x^dx^ une suite de 
monômes de la forme Mx^dx (150). 

n est possible encore de faire l'intégration de la même manière, 
dans deux autres cas que nous allons examiner. 

|o — Posons 

d'où, 

(V — a\L - i /v — «\i-i dv 

et remplaçons dans l'expression du binôme, il viendra après 
réduction 



1 , /« — a\l!Ltî-, 



expression qui sera intégrale pourvu que soit un nombre 

entier et positif. 

2* — La différentielle binôme peut prendre une autre forme, qui 

montrera un autre cas d'intégrabilité. 

Posons à cet effet, 

ax-^-{- b = v ; 
on en déduit 

et après réduction, 

n\v — bj a 

en substituant ces valeurs dans l'expression du binôme et en sim- 
plifiant, on trouve 

na \ « / 
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ce qui montre que le binôme est encore intégrable^ lorsque la 
quantité 

/m + 1 \ /m-hw/) + i\ 

-vir^n °" -V — » — ) 

est un nombre entier et positif, 

171. — Reprenons la différentielle binôme 

jf^ dx {a + bx'^y , [{) 

et proposons-nous de trouver son intégrale, quand ses exposants 
ne répondent à aucune des conditions que nous venons d'examiner. 
Nous pourrons appliquer pour cela, le procédé de l'intégration par 
parties (1*48); car Tun des facteurs af^dx dont elle se compose, 
est une différentielle connue. On aura donc 

i\ — 



faf^dx {a + bx*)r = {a'^ba^y 



-A 



yn -f- 

{a + dj*)Fa*H-« pbn 



wi + 1 
- /> ô n (a + bx/^y-^ a:*~* dx 



m + 



Pa*H-« non C 

: /^*+*(a + te«)'-*rfa:. (2) 

i m + ij ^ ^ J V ^ 



La question est ainsi ramenée à chercher Tintégrale d'une diffé- 
rentielle, de même forme que la proposée (1), mais dans laquelle 
l'exposant p est remplacé par p — 1 et m par m + n. 

2°. — On a d'ailleurs identiquement 

aaf^ + ôx*-*-* = af* (û -H bx*) , 
ou bx^'^-^=af^(a + bx*^) — axl^ ; 

en introduisant cette valeur à la place de bx^-^"^ dans le dernier 
terme de l'expression (2), on aura en le décomposant, 



pna 



- / (« + ôx*)p^*a;*cte ; 
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si l'on remplaoe dans rexpression (2), le dernier terme par cette 
valeur trouvée, et que ron fasse passer le terme négatif dans le 
premier membre, on aura enfin après réduction, 



/ 






^ P^ faf^dx{a-hbit^)9-^. (3) 

— Cette formule donné lieu h la suivante, lorsque, après avoir 
tiré la valeur de Tiotégrale du second membre, on y change p en 



/ 



Il sera toujours possible en employant Tune ou l'autre des for- 
mules (3) ou (4), suivant le signe de jp, de ramener l'intégration de 
la différentielle binôme, & une autre Ae même forme où m reste le 
mime^ mais dans laquelle la valeur absolue de p aura été diminuée 
(Fune unité. 

17Ô. — Vintégration de la différentielle binôme peut encore se 
faire par le même procédé, en prenant d*autres facteurs, qne Ton 
fera apparaître en multipliant et en divisant l'expression proposée 
par nAx*-"*, dérivée de bod^ . // viendra en effet, 

1 ^ — — ar*-»-^* dx (a+ ôx«) p bn a?»-* , 

bn \ , 7 

et en prenant pour un des facteurs ^expression 

{a'-hbûif^)fbnx^^dx, 
qui est la difTérentielle de 

p + 1 
on aura 
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Cette formule permet de ramener IMntégrale proposée^ h une 
autre de même forme^ avec cette particularité d'avoir pour expo- 
sauts m—nau lieu de m^^ip + i au Heu de p, 

3*. — Pour changer encore ces exposants, remarquons que Ton 
peut écrire l'égalité 

a*-» (a 4- *a:*)'-^« = af^^{a + bsBi*)9 {a + éa*) , 
ou 

0^»-» {a + baf) F+» = aa*'-»(a + bx*)f -+- Aaf» (« 4- te»)' ; 

on aura par suiiet 

ix^-* flte (a + ôj:»)p-»-« = a Ta!*-» dx{a + baf'Y 



b l x'^dxifl+bx^)^ . 



Substituons actuellement cette valeur dans la formule (5), puis 
réduisons après avoir fait passer le dernier terme dans le premier 

membre, nous obtiendrons 



1 af^dx(a'-^ba^)f^=- 



»(tf+te•»)^^•» 



é(np + m+l) 



a(m — n-\-^) r ... s 



Enfin, si dans cette formule on tire la valeur de l'intégrale du 
second membre, et que l'on change m en m+n, on trouvera 



/ 



a(iwH-l) 
"^ -^ , : ^ /a?"^*cte(a+A^)'. (7). 

On pourra toujours, quel que soit le signe de m, en employant 
Tune des formules (6). ou (7), ramener l'intégrale proposée à une 
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autre de même forme ^ ohp n'aura pas variée mais dans laquelle la 
valeur absolue de m sera diminuée de la quantité n. 

Les formules (3) ou (4) permettent de diminuer la valeur absolue 
de p d'une unité, et parlant, d'arriver par des opérations successi- 
ves à une fraction, tandis que les formules (6) ou (7) servent à sortir 
de m tous les multiples de n qu'il renferme ; on arrivera conséquem- 
ment par l'emploi judicieux de ces formules, combinées dans cer- 
tains cas avec (2) et (S), à intégrer toujours la différentielle binôme. 

H y a lieu de remarquer, toutefois, que l'on ?îe peut employer 

m^^ 1 
les formules (3) et (6) quand |-jo = 0, ni la formule (7) si 

m=*— 1; d'ailleurs ces conditions ramènent le binôme aux cas 
examinés (170. 1"* et 2®). 

1*73. — A,pplioatio]i. — Soit par exemple à trouver l'intégrale 
de l'expression différentielle 

x^dx 

que Ton peut écrire 

s 

x^{l — x*)''idx, 

et dans laquelle les exposants ont les valeurs suivantes : 

5 
m = 3, n = 2, /?=— g, 

tandis que 

a = i, et b= — 1. 

n s'agit de diminuer les exposants m et p en valeur absolue ; 
employons pour cela la formule (5), il viendra 

fa;' {i —x')~d^ = ^^'{i —x^l — ^ /a?(l— ar*)~ ^. 

3 

L'exposant m est devenu égal à 1, et l'exposant p k . 

Dimi7iuons encore la valeur absolue de ce dernier sans toucher à 
l'autre, et employons à cet effet la formule (4) en y faisant 
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3 
m=l, n = 2, ;? = — -, 



nous obtiendrons 



x{l — X*) *dx=:{i — x^) «X* — 1(1 — ar') îxdx; 
or, on sait (163) que 

— |{^—x*)-lxdx= Jj=:l = ^1 — x' + C. 

Nous aurons donc, en récapitulant et en simplifiant, 

fx" (1 — x')-î<fo=^r(i — x»)~«— 2 (1 — ^rH 

_?(l_a;«).-+C, 



OU 



1 / a:' 2x' , \ 

3 \w(i_:c«)3 ^/îH^ / 



4. - INTÉGRATION DES DIFFfiRENTISLLES LOOARITHMIQVSS 

ET EXP0NENTIEUE8. 



V9^. ~ I>ifrérentielle8 logaritlmilqueB. — 1® — Soit à trouver 
Tintégrale de 

lof^xdx. 

Le procédé de rintégration par parties donnera, comme nous 
Tavons déjà vu (1-48), 



et comme 



/ log xdx = x log X — / X dx ; 

/ X dx = log e I dxz=:x log « + C , 



on aura 
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/ 






2» — On trouverait par la même méthode, pour 

af^ lofl se dœ f 



/x«^* r x"H-* loge , 
^ ® m + 1 ym+1 X 



d'ailleurs, 



7 -*^"«ï: = logtf / ^ ^ » gglogg- '-rn-t-C ; 

»i+I ^ ®^^+t " (m + 1)* ' 

donc, 

a:*loga:6te = loga: ^ y -- log ^ ; — ■■ + consi.. 

3« — Prenons encore 

x^ (log' x)^ dx * (1) 

En employant toujours le procédé de Fintégration par parties^ 
on obtiendrait ( 148-19) 

a:«rfa;(log'ar)'' = -(kig'ap)»— — - I a;»cte(log'x)»-» ; (2) 

et Ton voit qu'en continuant ainsi, on pourrait diminuer successi- 
vement d'une unité I^exposaot n !ôf sqtt'H est pùëitif, et obléirff 1a 
valeur de Tintégrale si n est, en outre, entier. On arrivêffalt fltt 
même résultat, en changeant dafîS £é((e dernière expression n par 
le» tAleor# siieeem ve» n *— ^ ly n^^^^fmff eto^ 

Mais si l'exposant n 65^ 7ié?'^a/f/, il i^vXpour diminuer M t*leiir 
absolue, décomposer l'expression proposée, de manière à faire tom- 
ber l'intégration wûfh fâetedr (log'^)*« 
Posons pour cela 

t; = log'a:, 

dùC 

d'où, «?»=:—, (3) 
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nous aurons 



ce qui donnera par le même procédé (i-^S), en remetUoi après ré- 
duction log ' a: à la place de v , 



(4) 



(log'x)»""~(n— l)(lQg'a:)— »"^ n—i J (log'x)^' 

U est indifférent pour diminuer encore la valeur absolue de l'ex- 
posant n, d'employer l'un ou l'autre des moyens ci-dessus, applica- 
bles à l'exposant positif, mais il sera plus simple de changer n en 
n — 1, en n — 2, etc. 

Cette opération se prolonge à l'infini et donne lieu à une série, 
lorsque n est négatif on fractionnaire ; notons, du reste, que cette 
marche est en défaut quand n étant positif, m = — 1 . On aura âàtiê 
ce dernier cas, en posant toujours (d) 

v = log'x, 

/dx r t^* (bir';»)*^-* 

On trouverait pour n négatif ei «1= — i (4), 

C dx 1 

I ^_. hcoiist.. 

J xi^og'x) {n—i) (log'ar)*-* 

176. — BiirérentiellMi «xpAMlitUlte»* ^^ lo — Supposons 
donnée la différentielle 

a^dx. 

Employant fe premier procédé (i-4«), Où remarque (1-46) que 

log a 
Ton rendra cette expression intégrable en la multipliant par r • ; 

il viendra donc en faisant l'opération inverse en dehors du signe, 



J loga J logtf log a 

Si l'on snppoie a=^«> bAM dei logarittmé» népéfietu, on aura 
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/ e^dx = 



e*+const. ; 



ce qui s'accorde avec la remarque (d7). 
— Pareillement on aurait 

/log e 
ar'^ dx= — .— ^— a-* + const. , 
loga 

et si a = c , 



/ r"*rf/; = — 



^"•* H- const.. 



2® — Lorsque l'exposant x est multiplié par tm facteur cofistaîU, 
et que Ton a à intégrer 

a^dXf 

on pose îix = v, 

d'où, ndx=dv; 

et il vient 

/l r , 1 loff e loff e 

a^dx=- I a^dv = '' ,--^— g«>= , ■ a«* + const.. 
71 J nloga nloga 

— On a de même, 

/\o2;e 
ar^dx= T^ — a--** + const.. 
nloga 

— Comme aussi , 

/e*^dx = '-e^+consU, 



/«■"** <fe = c^"* + const. . 
n 

30 — Considérons encore l'expression différentielle 

a^af^ dx . 
L'intégration par parties donnera (148) 

/a«x*rfx=,-^^ a«a?*— ~^ f a^x'^^dx; 
loga loga J 
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si les logarilhmes soat pris dans le système népérien^ on aura 



et si a=e, 






Pour n entier et positif on arrivera, en répétant suffisamment 
cette opération^ ou plus simplement en donnant dans ces formules 

à n, les valeurs successives n — l,n — 2, , à trouver Tinté* 

grale cherchée. 

Si au contraire n est négatif , on pourra pour le diminuer en va- 
leur absolue, tirer la valeur de l'intégrale du second membre^ dans 
chacune des relations qui précèdent, puis changer n en n + 1 ; on 
obtiendra de cette manière, à la place de ces relations, les suivantes: 

n+1 (n + l)logc7 

En poursuivant les calculs au moyen de ces formules, on arri- 
vera pour l'exposant quand il est entier, kn= — 1, valeur pour 
laquelle elles tombent eti défaut ; mais il sera possible dans ce cas, 
comme nous le verrons plus loin (1S1)> d'obtenir Tintégrale par 
développemeiU eti série. 

— Lorsque n sera fractionnaire, on pourra en employant l'une 
ou l'autre des formules dernières ou les précédentes, suivant le 
signe de n, ramener cet exposant à une fraction, l'intégrale restant 
toujours de même forme. 



13 



.* 
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5. - INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 

176. — X>iffére]itielle8 des fonctions ciroulaires. •— La table 
(145) donne immédiatement les intégrales suivantes : 

1®— / smxdx=: — cos x+const. 

et 

CCS xdx = sm x+const.. 



/' 



2® — Si Von avait à intégrer 

mi{nx)dx^ 

on aurait, en posant 

nx=iVj 

d*où, ndx = dvj 



sin(?iz)rfa:=- / sînvrft?= cost;4-C= cos (;ja;)-[-con8t.. 



— Pareillement j 



f 



l 

CQs(nx)dx= -sin (;«:)+ const., 

n 



30 — Pour trouver l'intégrale de 

ifing X dxy 

on remarquera que cette expression revient à 

sinxdx — sinâ;dr 

cos X cos X 

et que dans cette dernière, le numérateur est la différentielle du 
dénominateur ; par suite, son intégrale n'est autre que ie logarithme 
népérien du dénominateur (lO). Donc . 



/ 



tang X dx=^ — log' cos x + const.. 



— On trouverait de la même façon, 
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r f cos X dx 

. \^o\.xdx= I — : =loff'sinj:+coQst.. 

J J smx 

— On aurait pour 

tang {jix) dx , 

// X , * r — sin(na:)rf(nx) 1, , , ^ 
tane(nic)cte= I ; — ^ = log cos(rw:)-Hîoast.. 
°^ ' iij cos(;ix) n 

4» — Soit à trouver l'intégrale de 

dx 



sin X 



du 
nous allons rendre cette différentielle de la forme — , et pour cela 

u 

posons 

d'où, dx=2dvy 

ce qui, en substituant, transforme l'expression proposée {Voir tri- 
gon.) en 

2rfv dv 

sin 2d sin v cos v ' 

puis divisant les deux termes par cos^v, on a 

dv 
cos ■ r , 
tang V 

de la forme annoncée ; car la différentielle de tang v est précisé- 

dv 
ment — j- (S8.2**). Par suite, il viendra 



cos'v 

r dx r ^^ 

I -: — = / COS* V 

J smx / : 

^ tang V 

5» — IJintéyrale de 



X 

log' tang i> + C = log' tang - + const. . 

m 



dx 
COS.2; 
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peut être ramenée à la précédente, en posant 

x = ^ — y, d'où, dx = — dy\ 
ce qui donne en substituant, 

( =— r-r^==— log'tang|+C=log'tang(j— |)+const.. 

J cosx J siny 2 \4 2/ 

go — On trouve sur le tableau (i'46), les intégrales ci-aprës : 

dx 



I 



/ 



= — cot a? + const. , 
sin'x 

dx 

-r— = tang X 4- const. . 
cos'a: 



7* — Soii proposée l'expression 

sin' X dx. 

La relation trigonométrique connue 

cos 2x = cos* X — sin' ar, (1) 

donnant 

1 1 
sin'.r=- — -cos (2a:), 

on aura 

/ sin*xdx= I — / cos (2a?)rfic=- — -Xrsin2a: + C 

2a; — sin2x 

const. . 



— Ofi trouverait pour 

cos' X dx, 

sachant que Ton obtient de [la même relation trigonométrique (1), 

cos' j: = - -f- - cos 2 X , 

r rdx i r X \ 

I cos^ xdx== I -~ + " / cos2xrfdj=- +-sin2x + const. 

2a:4-^in2j; 

const.. 
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— On aura analogiquement, 

sin* (nx) dx=- j sin* (nx) a{nx) = h consi., 

et 

/•/ N , ^ r ./ N ,/ X 2nx+sïn2nx 
cos' (nx) œr = - 1 cos' (/m?) a (nx) = , + const. . 

^ n^ 4n 

8* — Soi/ encore l'expression différentielle 

sin' x cos' x dx . 

En vertu de la relation trigonométrique 

sin' 2x=4sin' xcos' x, 

Texpression proposée peut s*écrire 

1 1 

sin" X cos* X rfa:=- sin' 2xdx=z^ sin" 2 xe^. 2x ; 

4 8 

» 

et par conséquent, d'après ce qui précède, 

/. , * r . . ^ f .* *^ — sin 4x 
sin'a: cos' ara x=- I sin'2a;a. 2a?= — hconst.. 



9* — Supposons que Ton donne 



sin'o; 
cos'rc 



dx. 



Sachant que 

sin *x= 1 — cos*a: , 
on aura 

sin* a: . r dx 



/siTir X r dx r . 
rfx = / — : / aa:= tang x — a: + const.. 
cos'o: J cos'a: J 



m 

— On trouverait aussi de la même manière, 



/cos ^ X r dx C 

, , dx= I T-z 1 dx= — cotx — ar + const.. 
sm'a: J sm'a: J 



1 0* — Si Ton avait 

z*sin X dx, 
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rintégration par parties (148) donnerait 

j x^ sin xdx:=: — af^ cos a: + m j a?"*"*"* cos xdx ; 

et en abaissant ainsi successivement l'exposant m d'une unité, on 
arriverait s'il est entier et positif y k Tune ou à l'autre des intégrales, 

/ X sin X dx= — a:cosx+ / cosxdx= — xcosx + sin Jî+const., 
/ X cos xdx = 07 sin a: -^ / sin xdx = a: sin j: + cos x + const., 

■ 

selon que m est pair ou impair. De sorte que Ton obtiendrait pour 
l'intégrale définitive, 

— m (m — 1) (m — 2)x^'^ sinx— -H consl.. 

llo — // peut arriver que l'intégration par parties donne, au 
second membre, la même intégrale que ]a proposée. 
Ce cas se présente pour l'expression 

e^^ sin a xdx, 

qui devient, en effet, traitée de la même manière que la précédente, 

r ' , c"»* . a r , 

I e^ sm axdx = — sm oa? 1 e^ cos axdx , 

J m m J 

et 

/ e^ cos axdx:= — COs ax -] 1 e^ sm ax dx, 

J m mj 

L'élimination de Tintégralc auxiliaire entre ces deux égalités, 
donnera la valeur de la proposée, et Ton aura après réduction. 



/ 



m sm ax — a cos ax 

e"^^ sm axdx = e"** \- const.. 

cr + nv 



— On trouverait de même. 



/ 



a sm ax-^m cqs ax 

e'^^ cos axdx = e»** : : — h const. . 

a^^m^ 
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177. — Considérons enfin l'expression générale 

sin^o: cos^ xdx . 

l"" — Lorsque les exposants sont entiers^ il est toujours possible 
de ramener rintégraiion à celle d'une différentielle algébrique 
entière et rationnelle ^ dès qu'un des exposants est impair. Supposons 
que Ton ait, par exemple, m = 2;> + ly Pexpression se changera en 

cos*a: s\v?^x sin xdx , 
On posera 

d-où, 

et comme 



il s'ensuivra 



donc 



coBx=st;, 
— ûïixdx^=dv y 

sin X = vï"— côsTr , 

sin a? = (l — v^y î 



sinva: = (l— «y, 
d'où résulte l'expression annoncée 

dont on sait prendre l'intégrale. 
Cette expression aurait été 

«• (1 — v^)f dv 

en posant sin x = v, si Ton avait eu « = 2jd-|-1, Tautre exposant 
étant pair. 

2* — Quand les deux exposants sont pairSy et que Ton a, par 
exemple, n=2/?H-2, on arrive à 

v^(i'^vy{l—v^fdv, 

fonction rationnelle d'un radical du second degré, qui rentre dans 
les cas connus. 

3*^ — Les exposants affectant des valeurs quelconques^ on ramè- 
nera encore Texpression proposée, qui revient à 

sin "•a; cos*-» x cos x dx , 

à une différentielle binôme en posant sin a:=t>, et j'on obtiendra 



i08 
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«"*(1 — t;*) 1 dv. 
On a vu (I7l-I7e) comment on trouve son intégrale. 

1*78. ~ JMtérwktMleB des foaetions oiroulaires inTeraaa. 

Les intégrales des fonctions circulaires inverses s'obtiennent par le 
procédé dintégrcUion par parties (l'^S). 
1« — Soit d'abord 

arc sinordo;; 
on trouve en suivant ce procédé j et d'après ce que Ton a vu (163), 

//• xdx 
arc sin xdx = arc sin x.a: — / , 



= a:arc sînz+V* — ar* + const.. 



— De méme^ 



/r —xdx 
dLrccosxdx = SiXCCOSx,x — / -=:= 
J y/i-x* 



2* — Il vient pour 



(1-48.2*), 



=a:arc cos x — yï—x* + const.. 



arc tang x dx , 



/r X dx 1 r 2xdx 

dite \BLngxdx=wrc tang x.x — 1 -^=0? arc tang ar — - / 



1+2^ 



= X arc tang x — - log' (1 — :r*) + const.. 



— On obtient ésralement 



/ 



arc cot xdx== arc cot x 



— xdx 



— xda 



X arc cot 



"+1/ 



1 r^ 



= X arc cot a: 4- - log' (1 + a:*) + consL. 



3* — Considérons en dernier lieu l'expression 

x^dx arc sin a?; 

il viendra» en appliquant encore le même procédé (l^S), 



^ 

«• 



',-• 

/ 



î^\ 



vV 
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/a*»+* i r dx 

on sait trouver cette dernière intégrale ; la différentielle 

, dx^af^'H—x") *dx, 

Vl — X* 

n'est, du reste, qu'un cas particulier des différentielles binômes 
(169-173). 



6. -. IKTtORATION PAR DÊTELOPPEMElfT EN SfiRIE. 

179. — Lorsqu'on ne peut obtenir l'intégrale d'une fonction don- 
née, par aucun des moyens que nous avons examinés, on cherche 
à la développer en série^ puis on intègre séparément chaque terme ; 
il faut pour cela que la série soit convergente (Séries 3). 

Gela posé^ soit proposé d'intégrer la fonction différentielle 

f{x)dx. 

On pourra développer / {x) par la formule de Maclaurin (67), et 
obtenir par là, une série convergente ^ si cette fonction et toutes ses 
dérivées successives conservent des valeurs finies ^ dans toute l'éten- 
due des variations de x (54). Supposons qu'il en soit ainsi, il 
viendra 

/(x)=/(0)-4-/'(0)^+/'(0)~+r(0)j^ + + R.. 

En multipliant par dx les deux membres, et en intégrant entre 
i les limites et x on aura, en remarquant que l'intégrale s'annule 
pour x=0 (1-41), 

+ + r ^ndx. 

Celte nouvelle série est cortvergente entre les mêmes limites que 
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la première ; car, si k est la plus grande valeur de R « entre et a:, 
on aura 

/x /*x 

Rndx<zl kdx ou <*a:, 
«/ 

quantité qui tend vers zéro, puisque x est fini et que k tend vers 
zéro, quand n augmente indéfiniment. 

Les termes de la série tendant vers zéro à mesure qu'on s'éloigne, 
on comprend que Ton puisse arriver à telle approximation que l'on 
voudra, en prenant un nombre de termes suffisant, et d'autant 
moins grand que cette série converge plus rapidement. 

180. — * Proposons-nous d'intégrer l'expression différentielle 

dx 

T+x' 

ou mieux, de trouver le développement de 

log'(l+ar), 
puisqu'on sait (l46) que 

dx 



I 



1-f-x 



= Iog'(l+a:). 



1 

Le développement en série de ■ '■■ par la formule du bifiâme 

(66.2), x étant supposé = 1 ou < 1, sera 
1 



i + x 



= (1 + j:)-'=1— x+x» — a;*H- 



en multipliant les deux membres par dx^ et en intégrant de à a;, 
on aura (63) 



/: 



* dx X* x^ x^ 

——=log'(l+z)== a: -- + - — -+ + const.. 

ol -f-x 2 4 



Pour trouver la constante on fera dans cette dernière relation 
a?=0 ; elle deviendra 

log'l ou = C. 
Donc 
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x^ x^ x^ 
log'(l+a:)=j: — ^-t--— j+ 

181. — Soit A trouver l'intégrale do rexpregsion 

al^dx 

"■ 1. . 

X 

dont il a été parlé (176.3''). 
Développons a' par la formule de Maclaurin (67), nous aurons (60) 

arlog'a ^rMog'^d x^log'^a 

(i^ = 1 H H ' -4- ■ •+• •••••••• 

1 1.2 1.2.3 

dx 
Multiplions les deux membres par — , il viendra 

X 

(fdx dx log'adx xlog'^adx x^log'^adx 

IT^^'^ î ' Ta ' Til ^ ' 

et en intégrant depuis jusqu'à x (148-160), 



a^'dx , arlog'tt x*log'*a j?'log''a 



f. 

En faisant dans cette expression ^»0, on trouve C=0, valeur 
de la constante. 
— Si Von suppose a=e, on aura 

/^e*dx . , X X* x^ 
^ — =^log* + - + j^+f^5j3 + 

et si Ton avait à prendre l'intégrale depuis a jusqu'à x^ a étant po- 
sitif, comme on a d'une manière générale (I4l) 

rx rx /*a 

/ f[x)dx=^ I f[x)dx — / f{x)dx^ 
il viendrait 



/ 



'^ é'dx ,x x — a z* — a' x^ — g' 

^_=Iog --h— ^^ ^ 1.2.2 "^12.3.3^ 



188. — Supposons que Von donne Texpression différentielle 
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dx 



yH—x" 
On sait (145) que 



/ dx 



arc sm x . 



On obtiendra donc par le développement de Texpression proposée, 
celui de l'arc en fonction du sinus x ; d'ailleurs, pour x compris 
entre + 1 et — 1 on trouvera par la formule du binôme (66.2), la 
série convergente 

= (1 — ar")— =1+- ^ M-;r7^* + rT^a?* + 



^VZr^ ' ' 2 2.4 ■ 2.4.6 

En multipliant par d x, et en intégrant de à or, on aura 



/ 



dx . 1 , 1.3 . 1.3.5 , 
= arc smx=x ]■■ ^ x*H- ^ . .. Jr 4- ^ . .. _ * 



, >/r— ¥' 2.3 2.4.5 2.4.6.7 



. * •. I 



sans constante, car la supposition de a:=0 donne C = 0. 
— Si x=l on aura 

arc sm 1 = - , 

et par suite, la série deviendra 

w . 1 4.3 1.3.5 ... 

- = 4 + — 4 1 h (1) 

2 ^2.3^2.4.5^2.4.6.7^ ^' 

183. — On trouverait pour le développement de farc en fonction 
de sa tangente, d*abord, en développant 



par la formule du binôme (66.2) et supposant a: < 1, la série 

- = (H-ar*)-* = l — x»H-ar*— ^•+ ; 

puis^ en multipliant par dx et en intégrant de à .r, 
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/: 



dx x^ x' z^ 



l-f-ar* ^ 3 5 7 

encore sans constante, puisque si Ton suppose a;=:0, on a (] = 0. 

— Quand on fait dans cette série x = l^ on trouve 

^ . * * 1 

arctangl=-=l — -+g — ;j+ (2) 

— Mais si Ton avait x>i/\\ faudrait effectuer le développement 
de -j par rapport aux puissances croissantes de - , et Ton aurait 

X -f- 1 X 

ar'H-l x^ x^ x* a;' ' 

ou, en multipliant par dx et en intégrant ensuite^ 

arclangx=-i + l-.-.gi;+l;_ + C. 

La constante se déterminera en remarquant que si Ton fait 
a; =00, le premier membre devient-, et tous les termes du deu- 



7Ç 

x\hmQ s' annulent^ C deviendra égal à ^ et l'on aura par conséquent, 

arclangx = |-i+^,_lj + ; 

en faisant x= 1 on retombe sur la même formule (2) 

l~ 3"^5 7"^ 

RsBfARQUES I. — Les formules (1) et (2) peuvent servir à calculer 
la valeur de tz ; mais il est préférable d'en déduire d'autres plus 
convergentes^ que Ton obtiendra par des relations-trigonométriques. 

Cette remarque s'applique à toutes les intégrales qu'on ne peut 
obtenir rigoureusement ; il sera toujours avantageux de faire con- 
verger rapidement les séries, quand ce sera possible. 

II. -^ On aurait pu montrer, de la même manière qu*on Ta fait 
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(179), que les intégrales des restes dont nous n'avons pas, d ail- 
leuiSy tenu compte dans les séries qui précèdent, tendent vers zéro. 



7. — CALCUL PAR APPROXIMATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. 

184. — Lorsqu'on ne peut intégrer une fonction par aucun des 
mojreos connus, quand elle est donnée par utie courbe seulement, 
ou mènM» par des coordonnées qui sont le résultat de fobservation^ 
il est toujours possible d'obtenir une valeur, sinon rigoureuse, du 

moins assez approchée de l'intégrale, par la mé- 
tliode suivante : 

Soit proposé d'évaluer Taire comprise entre' la 

courbe, ABC, et les deux ordonnées extrêmes y^ et 

.av-4 j y«> dont la première y^ est prise pour Taxe des y ; 



^ <9K 



pj ' • Iq — » yi étant Pordoaoée équidistante, de telle sorte que 
«■^J"^"^ OP = PQ (Fig. 31). La courbe ABC étant conti- 

Via ^1 o / 

^' * nue, elle pourra être remplacée sans erreur sensi- 
ble, par une autre courbe dont on connaît l'équation, passant par 
les trois points A, B, C. 

Prenons, par exemple, une parabole ayant son axe parallèle à Oy; 
son équation sera de la forme 

et comme elle doit être vérifiée par chacun des trois points donnés, 
elle le sera par le point A auquel correspond a;=0, d'où Ton déduit 
yo = a ; on aura donc 

y—yo + bx + cœ\ (2) 

De même les points B et C^ pour lesquels les coordonnées respec- 
tives sont 

yi et 2"' y»et^«i 

donneront 

bxi coi 

ou 
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iyt = iVo + 2bx,+cxl, (3) 

et 

y«=yo + *ar, + c^J, (4) 

équations qui déterminent b etc. . - 

D'ailleurs, l'aire de chaque élément est j/dx (139), et Taire totale 
ou la somme iniégrale des éléments est 



/ 



ydx ; 



représentons-la par U, on aura en vertu de la relation (2), et en 
prenant l'intégrale depuis jusqu^àâ^i, 

ydx= l (yo + *^ + ^^') d^ y 

i/o 



bx\ cxl / ôx, cx\\ 



(5) 



sans constante 

On pourrait trouver les facteurs constants d et c par les formules 
(3) et (4), et les remplacer ensuite dans l'expression (5); mais il sera 
plus simple de faire la somme des relations (3) et (4), d'ajouter 
après à chaque membre y^ , ce qui donne 

/ bx. cxl\ 

ou 

, àxt cvi y» + 4y, + y, 

y«-+-T"^T= — 6 — ' 

Xg 

puis, de représenter OP = PQ=-jr par A; on pourra dès lors, 
substituer à l'expression (5), la suivante, 



-r. 



h 



186. — Vcrmvim ôm Thomas Simpson. — Proposons-nous de 
calculer maintenant Faire U d^une courbe quelconqw, comprise 
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entre les ordonnées extrêmes OA et 
RD (Fig. 32). Divisons pour cela, la 
distance qui sépare ces ordonnées en 
un nombre pair de parties égales, et 
désignons chaque partie par h. Menons 
aussi, par chaque point ainsi détermi- 
né, les ordonnées y^j yi, y,, y», et soient t/,, u^y u^y n«, les 

surfaces respectives des différents trapèzes curvilignes, limités suc- 
cessivement à partir de l'ordonnée yof^iV les suivantes, ^i, y^, .... y*. 
On aura par la formule (6) du numéro précédent, 




Fig. 32. 



«'i=3(yo+4yi+yf), 
Wa=j^(yi+4y»+yt), 



"ii=3(y*-«+*y»-i+yi»)- 

Faisant la somme de toutes ces égalités, on obtient pour Taire 
totale, 



U = - [yo+y«+4(yi+y, +yi-i) +2 {y,-hy, + y^-,)]. . (l) 

Cette expression est connue sous le nom de fonnule de Thomas 
Simpson. Elle indique que l'aire de la courbe considérée, esi égale 
au produit du tiers de la distance qui sépare deux ordonnées eon- 
sécutives, par la somme des ordonnées extrêmes, plus quatre fois la 
somme des ordonnées d'indice impair , plus deux fois la somme des 
ordonfiées d'indice pair. 

Remarques I. — La manière dont la formule (1) a été obtenue, 
montre que les résultats auxquels elle conduit sont d'autant plus 
près de la vraie surface, que les divisions ont été prises plus rap- 
prochées. Si la courbe présentait des points singuliers il faudrait, on 
le comprend, mener des ordonnées par chacun de ces points, el 
évaltier séparément les aires partielles. 
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II. — Cette formule s'applique à toutes les intégrales définies, car 
toute fonction continue peut représenter l'ordonnée d'une courbe , 
et Ton sait (l'AO) que son intégrale exprime l'aire de cette courbe. 

186. — Cherchons par exemple 



J «• 



uvdx . 



Nous diviserons Tintervalle compris entre les limites x^^ et Xn de 
Tinlégrale, en un nombre pair n de parties égales. Nous détermine^ 
rons pour les w+l valeurs de or, les valeurs correspondantes des 
ordonnées y, c'est-à-dire du produit uv des variables dont chacune 
est fonction de x ; ce qui revient à poser 

y — UV, yo=t/ot^o> yi=Wi«, , y^=iUnVn, 

et 

— =zn . 
n 

L application de la formule de Thomas Simpson donnera 
/ * y^=gj[yo+yn+4(y,+y3+ )+2(y,+y4-h....yn-«)J, 

on, en substituant , 

/*« hr 
wre£ï:=- tioVo+i'ii t^n +4(111 «, + «,», + ) 



H- 2 (ttjtJ, + W4 «4+ ...... t/n-, t?»_ )J , 



sans constante. 



IV. — APPLICATIONS DU CALCUL INTÉGRAL. 



i — REGTinCATION DES COURBES. 



187. — Reotiflcation des courbôs planes. — Une courbe 
plane peut être considérée comme composée d'éléments qui se con- 
fondent avec leurs cordes, quand on les prend infiniment petits. 



14 
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Mftti/iét une' eotirié, bu-chèrcher sa longueur eb unités linéaires, 
revient à faire la sommo de ces arcs élémentaires, ou k \esinteffrer. 
■ On a w dans ta première partie, qu'en représ«ntant par ds ces 
arcs élémentaires infînimenl petits, ils oyaient pour cspression 
(S6 3) 

. Par conséquent, si l'on représente par s la langueur cherchée .de- 
puii un point dont l'abscisse est a, jusqu'à un autre ayant b pour 
«hscisse, on aura (139) 



s= j ds= f dx\/i-hi/''; (2) 



il suffira dans l'application, d'introduire dans cette formule la va- 
leur de la dérivée y' en fonction de x, tirée de l'équation de la 
oourhe considérée. 

188. — BeollBoatloii da l'elllpae. — Son équation, rapportée 
à des axes coordonnés rectangulaires passant par le cenlt'e, est 



d'oii l'on tire 






a* y a* y* a*(a' — a:*) 

On aura donc, par la formule (3) du numéro précédent. 



5= I dx\/i 



a' (a* — i*) ' 

lUlé SOQS le radical devient, en y faisant le demi-graDcl 
, en représentant par e' le carré de l'excentricité 

ûi_i. = 4— 6». 

tifiant, 

1 — C'a* . _ ■ 

1— X. ' . 
ue l'intégrale pourra s'écrire ' 
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dar ^i — e* a:* 



\/i—x' 



Pour la trouver, il faut développer en série \é r^dicsA du numéra- 
teur par la formule du binôme (67.2), el l'on aura à intégrer une 
suite de termes de la forme 

e^af^dx 

que l'on traitera comme autant de différentielles binômes (1*7S). 

Si Ton suppose que Tellipse est peu aplatie, la valeur de e sera 
très petite; on obtiendra, d'ailleurs, en supposant x = 1 , c'est-à- 
dire pour le quart dn développement, 

* ( 1 , ^'-3 ^ ^^3^s ^ r.3\y.7 , \ 

V V~2*'' 2».4V^ 2V4V6* ^ 2«.4«.6«.8* "" / 

180* RectifLcation de la parabole. — L'équation de la para-' 
bole, quand l'origine des axes est au sommet^ étant 

y' = 2px, 



on en déduit 



y'=^, dx^y.dy et y"=^]. 

y p y 



n viendra en substituant dans la formule générale (187.2), 



=/l*v/^' 



ou, en introduisant le facteur ~ sous le radical et en simplifiant. 



l^osani 



d'où, 

on aura (164) 



dy = pdv, 
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I pdv\ftFTT=^nog'{v + ^ 



y 

et en remplaçant v par sa valeur - , 



En prenant l'intégrale depuis jusqu*à y, elle s'annulera pour 
y=0 puisque la longueur se réduit au sommet à zéro. Or, dans 
cette supposition, la quantité enire parenthèses se réduit elle-même 
à zéro, donc la constante est 712///^ et Ton a en définitive, 



5 = — lOg . 

2 ^ p 2p 

100. — Reotifloation de la ohainette. — L'équation de cette 
courbe est 






Elle donne (87-33) 



y'=.(e-a-e-i), 
d'où, 

et la formule géDérale (187.2) deviendra 



Par suite, en comptant les arcs à partir du sommet, origine des 
coordonnées où â?s=0, et en intégrant jusqu'à a?, on aura 
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la constante étant nulle^ car lorsqu'on fait x = l'expression entre 
parenthèses se réduit à zéro, 

191. — Kectlflcation des courbés À double courbure. — 

L*expression d'un élément de ce genre de courbes a été déterminée 
dans la première partie; on a obtenu (109.3"^), en désignant par 
ds cet élément, 



---s/iîhm 



+1. 



(1) 



La longueur à trouver entre deux points qui ont pour ordonnées 
z=aeiz = b, résultera évidemment de la somme ou de riniéara^ 
tion de tous les éléments compris entre ces points, et Ton aura 



=/>=/>n/(Î)'-(I)' 



+ 1. 



(2) 



De sorte que le problème revient à prendre dans les équations de 

dx dy 
la courbe donnée, les dérivées -r , -t , -^s; étant considérée comme 

dz dz 

variable indépendante, — à les introduire sous le radical, et à 

intégrer Texpression ainsi obtenue. 

198. — Rectification de X'héUce. — Prenons Taxe de Thélice 
pour Taxe des c, faisons passer Taxe des x par l'origine de l'hélice 
et désignons par cd Tangle formé par la pro- 
jection sur le plan xy des rayons r, aboutissant 
aux extrémités de l'arc considéré (Fig. 33); 

Soient aussi p le pas de l'hélice, et oc l'angle 
constant que fait la tangente en un point quel- 
conque avec le plan des xy. 

On aura 



tang a = ^ , 

et les équations de Thélice seront 

x=rcosiù y y = r8in<i). 
On en déduit 




(1) 



Fig. 33. 

;3? =3 r tang a. A) . 



A « 



(2) 
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££i;s=:_r sin Wa> , rfy==rco8 wrfci) , dz=r iàXkg^dtù^ 

par suite, 

dx — rsinfùdUù — «in ci> /*^\* sin* « 

rfg r tang a rf« tang oc ' \<f^ . tang * a ' 

rfy cos G) /^^V— 52îl!î 

rf2 ^ tang a ' • ^ \rfz/~lang*«' 

La formule générale (191.2) donnera 



Jo V V tang'a V. V »&"&' 

d'où, 

$ = s\/ i-H-const., 

V tftOg'« „ , 

et en remplaçant z par sa valeur (2), 






s = r tang». w 1/ — \-i =r<«) v/i+tang'ac , 

y tang'ft * 

,. f ..... • 

sans constante^ car l*intégrale et Tare s'annulent pour «» = 0. 
Cette expression peut s'écrire, à cause de la relation (1) , 

et Ton trouve pour une spire entière^ 



résultat conforme à celui qu'on obtient par les moyens géométrie 
que^ élémentaires. 

193. ~ ReoUflcation des courbes en coordonnées polaires. 

— Oa sait que dans ce système de coordonnées, chaque point d'une 
courbe est déterminé par Tangle o) que fait une droite fixe (Xr appe- 
lée axe polaire, avec la droite qui joint ce point à un point fixe 
de T/axe piolaire, et par la longueur p de celte- droite que Ton dési- 
gne sous le nom de rayon vecteur. 
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Cela posé, prenons sur la courbe AB (Fig. 34) deux points très 

• * 

voisins M et M', dont les cciordonaées sontp , &> et Ap, Soù; joi- 
gnons MM' et menons la corde de Tare PM 
décrit du point comme centre ; l'angle en 
P du triangle MMT peut être aussi voisin 
qu'on Je voudr^ de dO°, et Ton; aura!, -quand 
il sera infiniment rapproché de cette limite, 

MM' = lim y/p«(A<d)* + (Ap)'. 




Fig. 34. 



Alors aussi, les deux points étant infini- 
ment rapprochés, on pourra substituer à la 
corde MM', son arc qui n*en diffère que d'un infiniment petit du 
troisième ordre ; en le désignant par ds on obtiendra 



,fe=y/p«(rfco)« + (rfp)«. 



(*) 



La longueur d une courbe donnée, à partir de (Oq jusqu à (o , sera 
par suite égale à la somme des éléments exprimés par la relation ci- 
dessus, et conséquemment 



= f "^ ds=.( "yp»(rfo>)t + (rfp)«. 



(2) 



194. :— R«etU|o»tion de la spirale logarittunlque^ — ^ L'é-; 

quation de cette courbe (Fig. 35) étant 



p = a 



A» 



»' . 



on en déduit (87) - 

lOfffl 

rfp = ~- a^di^ , 
log e 

• • • 
n viendra donc (176) parla formule ^183.2), ^8- ^s. 
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log a iog a 

Si Ton veut que s soit nul avecci> , on fera 



C=-i!i+l2i2f et , = îiî+Î2£::f(a«-l). 
log a log a 

L'arc compris entre les points qui correspondent à «o^ et <o , est 

\/l+log"a , 
log 'a 



8. - QUADRATURE DES COURBES. 



AIRE DES GOUREES PLANES. 



Les considérations développées au commencement de cette seconde . 
partie (l'^O), ont montré que taire tfune courbe 

est une fonction de Tabscisse qui a pour dérivée Tordonnée de la 
courbe, et que Taire comprise entre deux ordonnées ayant a et 6 
pour abscisses, est donnée par la formule 



D= / f{x)dx^= I ydx\ 



{*) 



ce qui ramène toute quadrature à une question d'intégration. Nous 
appliquerons cette formule à quelques exemples. 
195. — Surtecas des triangles. — Avant de passer aux cour- 
bes planes considérons d*abord le 
triangle rectangle OBD (Fig. 36), 
t dans lequel le côté OB, une droite, 

yi N. a pour équation 

* ^^^ — as y=aa:; (*) 

t. désignons par 6 et A les deux autres 



APPLICATIONS DU CALCUL INTÉGRAL MU 

côtés OD et BD. L'application de la formule précédente donnera, 
en mettant à la place de y sa valeur ax^ et en prenant l'intégrale 
depuis zéro jusqu'à b (l'49), 

V=J ^axdx= — = Y. (2) 

sans constante, parce que pour x=:0, Taire et l'intégrale étant 
nnlles, conduisent à = + C. 

L*équation de la droite étant vérifiée pour tous ses points, don- 
nera pour le point B, 

h = aby d'oii, « = -; 



et en remplaçant dans l'expression (2)^ on aura 

D=f • (3) 

— On conçoit que si Ton avait un triangle quelconque OBC, il 
faudrait faire la même opération pour le triangle rectangle BDG, et 
ajouter les résultats ; ce qui donnerait 

OCXh 
^- 2 • 

196. — Surface du trapèze. — S'il s'agissait d'obtenir la surface 
du trapèze ABDE (Fig. 36), il faudrait intégrer l'expression ax dx 
(196. 2), depuis Tabscisse OE = b' correspondant à l'ordonnée 
EA= /t', jusqu'à OD, et l'on aurait (1-41) 

U=y^a:r^ = _ + C-(— +c) = -i-^ (4) 

sans cofistantCf puisqu'elle disparaît en prenant la différence. Or, 
l'équation (1) de la droite OB donne pour les points B et A, 

A = aô , et h' = ab' ; 
on en déduit 

A4-A' = a(é + Ô'), et. ô4-6'=i±^; 



t4« 

d'ailleurs, 
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4t_A'« = (A + A')(A— i'); 



il viendra donc pour l'expression de la surface, 



(5) 



Les valeurs obtenues (3) et (5) sont bien les mêmes que celles 
données par la géométrie élémentaire. H en est encore ainsi de 
Taire du cercle, que nous allons voir ci-aprës. 

197. — Surfieuse du cercle. — L'équation du cercle (Fig. 37) étant 




r» = a:* + y», 



on en tire 



y = ^r' — X* ; 



Fig. 37. 

OU (163), en posant 



et en substituant dans l'équation générale 
des aires^ on obtient 



x = rv, d'où, dx^=rdvy 
U = r r'rft?v/r'(l— t;') = r« f dvyji—v" 

= •- |arc sin v-^-vyJi — »M , 
sans cofistofiie, car Taire et l'intégrale s'annulent pour v = 0. On 



X 



aura donc en remplaçant t; par sa valeur - , 



2 



^ X X f ' " ' 

U=~arcsm- -[--Vr* — x^ . 



En menant le rayon OM, il est facile de voir que là premièie* 
partie de cette somme exprime Vaire du secteur OAM, et la deuxiè- 
me, la surface du triangle OMP. 
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Si Ton £ait a; = r on trouvera pour Taire du cadran U =-j-, et 
pour le cercle entier, wr'. 

198. — AiM de l'elUpse. — L'équation de Tellipse (Fig. 37) est 






d*où, 



par conséquent, 



U = - r dx)/a* — ar. 



Or, si Ton considère un cercle dont le rayon soit égal au demi- 
grand axe, de telle sorte que r = a, on aura sous le signe / la 

même intégrale que pour lecercle. Par suite, le quart de la surface 
de Tellipse sera (197) 



aT T' 

soîis constante j et la surface entière, 

Tzab. 

Il en résulte qUe l'aire de l'ellipse comprise entre, deux ordonnées^ est 

b 

égale à Faire correspondante du cercle multipliée par le rapport - . 

a 
199. — Aire de lliyperlnle. — Lorsqu'on prend pour axes 
coordonnés les asymptotes do Thyperbole, Téquation de cette 
courbe est (Fig. 36) y 

d'où. 

m' 

X 

Désignons par Tangle formé, par ces _ 
asymptotes ; on a vu {1^1 ) qu'il faut '^ ^ Fig. 38. 




tto 
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2à 



première — , est située en dessous de Taxe des x, et elle est par 
m 

suite négative. 

808. — Aire de la cydoide. 

(Fig. 41) sonf . 



Les équations de cette courbe 




et 



a:=r(a — sina), 
y=r(l — cosa); 



la première donne 
rfa: = r ( 1 — co s a) ^a . 

D y a lieu de prendre l'aire depuis x = jusqu'à a: = 2icr ; la 
formule générale deviendra par conséquent, 

/«TT 
(1 — coSflt^Va. 

En développant le carré oh décomposera Tintégrale ci-dessos en 
trois intégrales partielles, et Ton aura 

U=rM / rfa — 2 / cosarfa+l cos*arfa|; 



mais (176), 
1%- 



2%- 



3% 



d(X = 2w, 

/ c6sarfa = sinaic = 0, 

/'^ , , iw + siniw 
cos'aaa= — -^ =w. 



donc 



U = r"(27r + ir) = 3wr% 



• • 



ou trois fois l'aire du cercle générateur. 

• • • • • - 

' 803. — Aire des ocrarbes en coordonnées polaires. — Soit 
à déterminer Taire du secteur BOM (Fig. 34), compris entre Tare 
BM de la conrbc, et les rayons vecteurs OB et OM aboutissant à ses 
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m 



extrémités. Considérons pour cela le point M de Tare AB, et don- 
nons à la variable (*> un accroissement Ao) ; il on résultera pour 
Taire considérée, raccroissemenl.AU = MOM'. 
D'ailleurs, Taire du secteur circulaire OMP étant 



on aura 



4 Au) 



AU>iAa>, 



ou 



AU 



f' 



A«^2' 

en faisant tendre Aco vers zéro, celte inégalité se transformera à la 
limite en égalité, et Ton aura 

rfU 



ou 






rfU=i pV<. ; 



et en intégrant depuis iii>o jusqu'à <a, il viendra 

% 
fl 

L'équation de la courbe proposée donnera la valeur de p en fonc- 
tioil de tt ; valeur que Ton wlroâmra dans Texpressidn ci-dessus 
avant de Tintégrer. 

1^04. — Aire de 1» «plrale 'd*Ar«liiiiiède. — L'équation de 
cette courbe (Fig. 42) étant 

Taire depuis o = jusqu'à o sera (803.i) 



2 



a*G>» 







ce qui revient à 



Fig. 42 



Hî 
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1 p*CD 

3 T" 

Cest-à-dire que Taire considérée esl le tiers du secteur circulaire 
de rayon p, ayant (a pour angle au centre. 



3. - AIRE DES SURFACES COURBES. 



d06. — Aire des snrteoee de révolution. — Soit AB (Fig. 43) 

la méridienne d'une surface de révolution, 
et proposons-nous de déterminer la surface 
engendrée par cette courbe tournant autour 
de Taxe Ox. Si Ton considère un de ses 
éléments Wâ.\ sa corde engendrera pen - 
dant la révolution la surface latérale d'un 
tronc de cône^ qui aura pour mesure 
w(MP+MT')MM'. (1) 

Or, si le point M' se rapproche indéfiniment du point M» la corde 
tendra vers son arc, et à la limite ce dernier étant représenté par 
ds, la surface du tronc de cône pourra être substituée à la zone cfU, 
de la surface engendrée par l'arc MM". Si donc, on représente par y 
et y+ Ay les ordonnées MP et MT'^ on trouvera à la limite 




rfU=TC(2yH-rfy)rfs; 



(2) 



ou, en négligeant dy par rapport à 2y, et en remplaçant ds par sa 
valeur ( 187.1), 



rfU==2wydic>/l-f y'«. (3) 

On obtiendra la surface totale en prenant la somme de tous les 
éléments, c'est-à-dire en intégrant l'expression ci^dessus. Si a et i 
sont les abscisses qui répondent aux extrémités A et B, on aura 
par conséquent 



U=:t f rfU = 27r Ç ydxsji^y". 



W 



V équation delà génératrice par rapport aux coordonnées Oj: et Oy 
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fera connaître y e\.y\ que Ton introduira dans l'expression (4), 
puis on Fintégrera. 

d06. ^ Aire de la sphère. — L'origine des axes étant au 
centre (Fig. 37) , l'équation du cercle est 

a:* + y* = r'. 
On en déduit 

y =— - , 

y 

et 

ydxyli + y'^ = rdx ; 

par suite, on aura par l'application de la formule (805.4), 



\] = 2^j rdx = 2-r{b—a); 



résultat conforme à celui obtenu dans la géométrie élémentaire. 

En prenant l'intégrale entre les limites x=0 et x = r, ce qui 
donne Taire de la demi-sphëre, on trouve 

U = 2xr« ; 

soit pour la sphère entière^ 4?7r', ou quatre fois l'aire d'un grand 
cercle. 

807. — Aire de l'ellipsoïde de rôvolntion. — L'équation do 
l'ellipse rapportée à ses axes (Fig. 37) est 

flty» + i V = a*A' , (1) 

qui fournit 

L'élément de l'aire aura pour mesure (806.3) 



2'Kydx 
ou 










15 
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En mettant pour y* sa^ valeur tirée deFéqualion (1) do la courbe, et 
réduisant il viendra 



^vV«.-«V(a.-i-) ,„ 

a' 

D'ailleurs, Tellipse tournant autour de son grand axe 2a, on peut 
poser, e étant V excentricité^ 

a« — é« = a«e'; (3) 

il en résultera Tintégrale suivante, 

b 



U = 2tc - i dxsja^ — e^x^. 



Pour intégrer on posera 



a 
e 



d'où, 

dx = - dv^ 
e 



et Ton aura (163) 

U=Shr- f-ay/i'^f^dv = 2%^ 1 dvy/l—v\ 
aj e ej 



ab 1 



U = 2w — X -(arc sint; + t;>/l — t?*) , 

e m 

sans constante, attendu que l'aire doit s'annuler pour a: = 0, et 
conséquemnient pour v = 0. 

On aura en remplaçant v par sa valeur en x, 

ab f . xe xe I x?e\ 

U = TC— larcsm 1 \ 1 -rr 

e^\ a a y « ' / 

En prenant la moitié "de Taire ;^, soit depuis x=0 jusqu'à x=a, 
il viendra 



r^ab 



U=^^ — (arc sin c + e y/i — ^') ; 



ce qui donne pour rairè eniiêre. 
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ab I 

U = 2:: — (arc sîn ^ -f- ^ ^1 — e*j . 
e 

— Si l'ellipse tourne autour du petit are, il.coavient de suppo- 
ser a <; A, et Fou oblient 

b' — a' = b'e\ 
d'où, 

ce qui transforme l*expression (2) en 

27:4 



a} 



qui donne lieu à 



eb ' 



a» 



ûtr=— ; dv, 
eb 



on trouve après réduction, 

2wa» 



dvyJi + v^. 

e 

Donc, rintégrale est pour Taire entière (164), 

U=-^ log' {v + yji -ft?*) + vVl + t;» +consl., 

ou, en substituant et simplifiant, 

,, 2to* , b{\+e) ^ ,, 
e a 

0O8. -" Aire du paraboloide de révolution. — L'équation de 
la courbe méridienne étant (Fig. 39) 

y'=2/>x, (1) 

on en déduit 

y 

et 

y 



dx i/o* + A' e' ar* ; 
et en posant 
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et en introduisant ces valeurs dans la formule générale (806.4), il 
viendra 

\J = 2t: jt/dxt/ 1+^ = 27r jdx yjy^ +J9* , 



ou 



\] = 2t:^P jdxyj2x + p. 
2x-+'p = Vj 



Posant 

d'où, 

dv 

on trouvera (l49), 

/i — 2 * 2 

V '*dv = Tzylp X - V' = - Wi» (2ar+j9)' + const. . (2) 

En faisant j: = on aura aussi U = 0, et l'on obtiendra pour la 
constante, 

C = -l^p\ (3) 

Pour avoir la surface depuis le sommet qui répond à x = 0, jus- 
qu'à Tabscisse x = a, il suffira de remplacer dans Tintégrale obte- 
nue X par a , après avoir remplacé la constante par sa valeur (3) ; 
on aura enfin 

809. — Aire d'une surface hélicoïdale. — Soit à déterminer 

une portion de surface hélicoïdale, engendrée 
par une droite qui se meut le long d'un axe d'un 
cylindre, en faisant avec lui un angle droit, tan- 
dis qu'elle s'appuie constamment sur une hélice 
tracée sur ce cylindre. 

Décomposons la surface considérée (Fig. 44) 
en éléments infiniment petits ; et pour cela, me- 
nons par Taxe deux plans infiniment voisins, 
qui la couperont suivant les deux génératrices 
Fig. 44» AC, BD, dont les projections forment les angles 

COXf D'OC que nous appelerons 8, rfO. Puis, concevons que Ton 
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mène une infinité de cylindres ayant même axe Oz que le premier, 
et considérons-en deux de rayons r et dr. Ils couperont la surface 
suivant deux hélices NM, N'M' , ayant même pas h que Thélice don- 
née, tandis qu'ils se projetteront sur le plan xy^ suivant des cercles 
de même centre 0. 

La petite surface hélicoïdale élémentaire projetée sur le plan xy, 
peut être considérée comme un rectmigle^ elle aura donc pour me- 
sure dbrdr; et si <i> désigne Tangie formé par le plan tangent en 
M à l'élément considéré avec le plan xt/, cet élément que nous dé- 
signerons par dU, aura lui-même pour mesure 

d^.rdr 



d\] = 



COS (i> 



D'ailleurs, le plan tangent en M contient la génératrice AG, et la 
droite MT tangente à l'hélice ; en menant par MA un plan horizon- 
tal, et dans ce plan, la droite MS perpendiculaire à MA, on aura 

h 
TMS=<«). Mais on sait que cet angle a pour tangente -^ — , il \nendra 

donc, sachant que 



COS 0) = 



^1 + tang» (ù * 



1 

COS 0> = — 




1 + 



iwV 



I 9 



et par conséquent 






Pour obtenir la somme de tous ces éléments, il faut d'abord 
évaluer faire comprise entre les deux cylindres infinimont rappro- 
chés, et considérer dans l'expression ci-dessus r et dr comme cons- 
tants ; on l'intégrera alors entre deux valeurs Oo cl 0| qui seront des 
fonctions de r, déterminées par l'équation sur le plan xg de la 
courbe qui limite l'aire à évaluer. Puis il faudra multiplier l'inté- 
grale trouvée en fonction de r par dr, et l'on aura à prendre une 
nouvelle intégrale entre les limites assignées à r ; ce qui donnera 
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la somme de toutes les aires comprises entre deux cylindres con- 
sécutifs^ et par suite Taire proposée. 

S'il s'agissait de trouver Taire comprise entre les deux plans zOx^ 
zOy, les deux limites Oq et 6, deviendraient toutes deux indépen- 



i* 



dantes de r, et seraient et — . Dès lors, on aurait pour la première 
intégrale^ 



d-s/^+^Jy^=l<'^\J^'+^. 



—t » 



et Ton intégrerait cette dernière expression entre les limites et r 
de r, ce qui donnerait (164.2**) 

Pour trouver la constante on fera r=0, ce qui conduira à 
d'où, 
et par conséquent 



"=,l;h-('+N/'"+â-'"^i]+TV 






4. - QUADRATURE DES AIRES COURBES QUELCONQUES. 

810. — Nous allofis déterminer Texpression plus générale, de 
l'aire d'une surface quelconque dont on connaît l'équation. Disons 
d'abord qu'on appelle aire d'une surface courbe, la limite des aires 
d'un polyèdre inscrit ou d*un polyèdre circonscrit, dont toutes les 
faces diminueraient indéKniment. D'une manière plus générale, 
quand la surface donnée au lieu d'être fermée se termine par une 
certaine ligne, son aire peut être considérée comme la limite de 



APPLfCATlONS DU CALCUL INTEGRAL «Î9 

l'aire discorilinue formée par les plans tangents, que Ton peut me- 
ner par des points infiniment voisins pris sur la surface. Ces plan» 
étant, du reste, limités de telle sorte, que la projection de cette sur- 
face discontinue sur un plan déterminé, soit constamment é^ale & 
celle de la surface sur le même plan ; c'est-à-dire que les projec- 
tions des éléments plans ne se recouvrent pas, et ne laissent pas de 
vides entre elles. 

Considérons une surface rap- 
portée k trois axes rectangulaires, 
et dont l'équation est 

^ = /{x,y). (IJ 

Supposons que l'on ait tracé 
sur la surface une courbe limitant 
l'aire h évaluer ; soit ABC (Fig. 
4S] la projection de cette courbe 
sur le plan xy, et 

y=f{x), <2) 

Fig. 45. 

l'équation de cette projection. 

Concevons que l'on mène des plans infiniment voisins, respecti- 
vement parallkles aux plana xs, zy\ on décomposera, de cette ma- 
nière, la projection en une infinité àe petits rectangles, cl la surface 
considérée, en autant àe petits parallélogrammes, dont la projection 
formera exactement les rectangles, sans vides comme sans recou- 
vrements. Cela posé, soit P Q Q'P ' un de ces rectangles auquel cor- 
respond le parallélogramme MNN'M', il a pour mesure cf^t^y. Dé- 
signons par (d l'angle formé par le plan tangent en M avec le plan 
xy, et par d\J, l'aire du parallélogramme situé sur ce plan, noua 
aurons 

du cos itt = dx dy , 



i> a pour valeur (liBO) 

i 



v/(â + (|)'^ 



(3) 
(4) 
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par conséquent, 

n est utile de démontrer que la somme de tous ces éléments de 
surface a bien une limite finie ; pour cela, remarquons que la sur- 
face qui a pour équation 



/idzV /dzV 



+ 1 



coupera Tordonnée considérée NQ en un certain point S^ et que, 
par suite, la mesure du parallélipipëde de base PP'Q'Q et de hau- 
teur QS, sera précisément l'expression (5), ou Taire du parallélo- 
gramme M ; les autres éléments donneront lieu à la même remar- 
que. Donc, la somme des parallélipipëdes ayant pour limite le vo- 
lume compris entre la surface déterminée par les points S, le plan 
xyy et le cylindre qui a pour base la courbe ABC tracée sur le plan 
ory, — volume fini et déterminé, — il s'ensuit que la somme des pa- 
rallélogrammes, ou, autrement, Faire de la portion de surface con- 
sidérée, a elle-même une limite finie. 
L'aire cherchée sera évidemment la somme de tous les éléments 

dz dz 
expression dans laquelle on doit mettre pour — et — , leurs valeurs 

OtUC Cvc/ 

tirées de Téquation (1) de la surface.* 

Pour la calculer il convient de prendre d'abord la somme de tous 
les éléments compris entre deux plans KTL, K'T'L' parallèles à 2y, 
ce qui revient à considérer provisoirement x et dx comme cotistants, 
en considérant y seul comme variable ; on aura ainsi à prendre, 
entre les limites yo ^^ Vi^ l'intégrale de la relation 



''flWi^ï^i^J 



H-1, 



en observant que les valeurs y^ et yi sont des fonctions de x données 
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par réquation (2). En substituant dans le résultat obtenu, on aura 
donc une fonction de x qu'il faudra multiplier par dx^ et qui repré- 
sentera l'expression de la portion de surface comprise entre deux 
plans parallèles à zx. Uintégrale de cette nouvelle expression, prise 
entre les limites Xo et x^^ donnera la surface cherchée, il viendra 
en définitive 



-/i-z^Vdy-d)' 



+1, 



et l'on peut encore écrire 



"=/:/> V(iv-(i)' 



+ 1 



». — CUBATURE DES SOLIDES TERMINES PAR DES SURFACES COURBES. 



SU.— Volumes terminés par des surftbces de révolution. — 

Soit à évaluer le volume engendré par une courbe AB (Fig. 43) 
tournant autour de Taxe Ox, l'équation de la courbe étant 

Considérons une tranche élémentaire déterminée par les plans 
MP, MT' perpendiculaires à l'axe de rotation Ox ; le volume en- 
gendré pendant la révolution du trapèze MPP'M' sera un tronc de 
cône ayant pour mesure, en désignant par R et r les rayons des 
deux bases et par h leur distance, 

y(r'+R» + Rr). (2) 

Mais si l'on suppose que le plan MT' se rapproche indéfiniment 
du plan MP, à la limite la corde MM' du trapèze se confondra avec 
la courbe, et l'on aura l'expression du volume dS d'une tranche 
infiniment mince. Cette expression sera, en remarquant quer = ^, 
que R deviendra y-i-dyeih^s^dx^ 
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ou, en négligeant dy par rapport à y^ et en réduisant, 

d\=T.y^dx, (3) 

On obtiendra donc pour la somme do toutes les tranches élémen- 
taires contenues dans le solide, ou pour le volume total compris 
entre les valeurs a et 6 de x, 



= Tz I y*dx\ 

J 



(4) 



expression dans laquelle on aura à remplacer y par sa valeur en x, 
tirée de Téquation (1), avant d'intégrer. 

818. — Volume de rellipsoïde de révolution. — En prenant 
le grand axe pour Taxe de révolution et pour celui des x^ la méri- 
dienne a pour équation 

A» 

et en remplaçant y* par cette valeur dans Téquation (4), il viendra 
V='r j-(a^ — x^)dx = Tç( I b^dx ^ j x*dxj , 



ou 



V = .(6V_^), 



sans constante, attendu que le volume et l'intégrale s'annulent pour 
x = {S, On trouvera pour la moitié de Tellipsoïde, c'est-à-dire en 
prenant le volume entre les limites et a de x, 



soit pour l'ellipsoïde entier, 



V=^,6V 
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— Lorsque la révolution s'efieclue autour du petit axe, on ob- 
tient pour volume 

3 

813. — Volume du paraboloide de révolution. — L'équation 
de la méridienne étant (Fig. 39) 

on aura en substituant dans la formule (811. i), 

\=t: I 2pxdx = 2'Kp j xdx = 'r:pa^ ^ 



ou 



r 



et Ton voit que ce volume est la moitié du cylindre qui aurait y 
pour rayon, et x pour hauteur. 

81'4. — Volume de l'elllpsoide à trois axes inégaux. — 
Nous placerons Taxe longitudinal de lellipsoïde sur 0:r, de manière 
que les trois demi-axes soient respectivement OA = a, OB=ô, 
OC = c (Fig. 46), et que OABC soit le t 

quart du volume à chercher. Menons 
ensuite deux plans très rapprochés 
MNP», M'N'P' parallèles au plan zy; 
Télémenl de volume qu'ils interceptent 
est inférieur au cylindre qui aurait pour 
base l'ellipse MNP, et pour hauteur la b 
distance PP' qui sépare les deux plans : 
soit au produit de Taire MNP par PP' . 
Mais si le plan M'N'P' se rapproche indéfiniment du plan MNP, 
l'ellipse qu'elle détermine tendra à devenir égale à la première, on 
aura à la limite PP' = dx, et pour l'expression du volume rfV de la 
tranche, 

(/V= ellipse MNP X^. (1) 

Désignons maintenant par u et U les surfaces des ellipses MNP, 
CBO ; on sait que ces ellipses sont semblables et qu'elles donnent 




Fig. 40. 



234 CALCUL INTÉGRAL 



d'où, 



Par suite 






«=uiV (2) 

dW = -z*dx; (3) 



et comme l'équation de l'ellipse AC donne de son côté 



c» 



a' 
on aura, en remplaçant dans (3) et en intégrant depuis — a jusqu'à 

U /*-»-« U 4 * 4 

V = - / (a* — x*)rfa;=-,.-a» = -Ua; 

czV -a a* 3 3 

si Ton remarque (108) que U = wô(? il viendra, 

4 

«5 

— Cette formule, quand on y fait c== ô, conduit directement à la 

4 
valeur- waé* que nous avons trouvée (SIS), pour le volume de 

ô 

l'ellipsoïde de révolution, 

816. — Volume des corps terminés par des surteces 
courbes. — Supposons que la surface soit donnée par son équa- 
tion, et nous reportant à la (Fig. 45), et aux considérations expo- 
sées (SlO), menons les mêmes plans infiniment rapprochés. Cou- 
derons l'élément parallélipipédique qui se projette en PP'Q'Q ; si 
z et Zo sont lés ordonnées des points extrêmes d'une arête, fc volume 
de cet élément sera 

dx dy {z — z^ . 

Le volume de la tranche formée par les plans parallèles au plan 
zy sera donné, en remplaçant dans cette expression z par ses limi- 
tes tirées de Téquation de la surface, en laissant x constant y et en 



APPLICATIONS DU CALCUL INTÉGRAL 835 

prenaat entre les limites y eiy^ fintégrale par rapport à y, de la 
relation obtenue. 

On remplacera ensuite dans le résultat trouvé, y par sa valeur en 
fonction de x, et l'on réalisera la somme de toutes les tranches 
parallèles à zij, en prenant une seconde intégrale depuis la plus 
petite jusqu'à la plus grande valeur de x. Ces diverses opérations 
sont indiquées par Fintégrale double 

qui revient à 

{z — 2.) a 



f.Ù 



— On serait arrivé au même résultat, si, au lieu de considérer les 
éléments parallélipipédiques, on avait intégré directement les volu- 
mes élémentaires de chaque tranche, formée par des plans inAni- 
ment rapprochés, parallèles h. l'un des plans coordonnés. 

— Le résultat serait encore le même, en décomposant le volume 
en éléments ayant (rois dimensions infiniment petites, par des plans 
parallèles aux trois plans coordonnés. On aurait dans ce cas, une 
intégrale triple. 



/l I dxdydz 



mais cette décomposition n'est employée que dans certains cas par- 
ticuliers; par exemple, quand il s'agit de calculer le poids d'un 
corps dont la densité varie en chaque point. ' 

816. — OalatU d«s volumes par approximation. — Soit 
donné un solide de forme irrégulière (Fig. 47). Le volume d'un élé- 
ment infiniment mince, sera égal au pro- 
duit de la section de la tranche par dx ; 
ou, en représentant par u cette section, 

et le volume total sera „. , 



V= f\dx. 
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Comme on ne connait pas ici <*> en fonction de x, on ne peut ob- 
tenir qii'approodmalivement cette intégrale, il faut avoir recours 
pour la calculer, à la formule de Thomas Simpson (lS6). 

Pour cela, divisons là distance OA qui sépare les plans extrêmes, 
en un nombre pair de parties égales h ; menons des plans parallèles 
aux premiers par les poiots de division obtenus. Ils détermine- 
ront des sections dont on cherchera les aires. Supposons que «>«, 
0)1, <os, <ùn soient ces aires, on aura 

V= / <«>ûfe = - (i)o + G),j + 4(w,+6)3H- +«»_,) 



2(C0,+<Ù4+ -f-CO„_^)J . 



— On peut remarquer que dans Texemple choisi, la section <i> 
étant nulle on doit la supprimer en appliquant la formule. 



V. — APPLICATIONS MÉCANIQUES. 

1. — CENTRE DE GRAVITÉ. 

S 17. — On appelle moment d'une force par rapport à un plan, 
le produit de cette force par la distance de son point d'application 
au plan donné. Ce produit est considéré comme positifs lorsque la 
force tend à faire tourner dans un certain sens déterminé, la per- 
pendiculaire abaissée du point d'application sur le plan des mo- 
ments ; on le considère comme négatifs si la perpendiculaire tend à 
tourner en sens contraire. 

Cette convention sert de base au théorème des moments^ que Ton 
démontre en mécanique, d*aprës lequel la somme algébrique des 
moments d'un système de forces parallèles, par rapport à un même 
ploHf est égale au moment de leur résultante par rapport à ce plan. 

Lorsque les forces parallèles sont dues à Taction de la pesanteur ^ 
la résultante n'est autre que le poids du corps ; son point d'applica- 
tion, ou le centre des forces parallèles qui agissent sur chaque mo- 
lécule^ est appelé centre de gravité. 
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Les corps que Ton a à considérer sont ordinairemèal homogènes 
ou supposés tels ; c'est-à-dire que les parties qui les composent, 
quelque petites qu'on les prenne^ ont des poids proportionnels à 
leurs volumes. Il en résulte que la position du centre de gravité de- 
vient indépendante de la nature de ces corps ; ce qui ramène la dé- 
termination de ces centres de gravité à une question de géométrie. 

D'après le théorème des moments, tout système d'éléments géo- 
métriques {ligney surface ou volume)^ ayant un axe ou un plan de 
sf/métrie, aura son centre de gravité sur cet axe ou sur ce plan ; s'il 
a un centre de figure, son centre de gravité sera situé sur ce centre 
de figure. • 

818. — Centre de gravité d'un aro de cercle. — Prenons 
des axes coordonnés passant par le centre de Tare, et faisons coïn- 
cider celui des x avec la perpendiculaire à la corde. Celle-ci étant 
un axe de symétrie contiendra le centre de gra- 5 
vite, et il suffira de connaître l'abscisse OG = X q 
(Fig. 48). 

Désignons par r le rayon, par c la corde et par 
a la longueur de Tare. Le moment d'un de ses élé- 
ments MM' par rapport à Oy, est MM' X CQ ; or, 
les triangles semblables OCD, MPM' donnent Fig. 48. 

MM'Xa:=MPXr, 

et à la limite, 

xda = rdy. (1) 

La somme de tous les moments élémentaires doit être, d'ailleurs, 
égale au moment aX et l'on aura à la limite 




aX 



ou, à cause de l'égalité (1), 



d'où, 



= / xda , 
= jrdy. 



X 



= ^il^.^^^^T 



(2) 



838 
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Si l'arc est de n degrés, il viendra 



a 



%Tn 



on a aussi 



d'où, 



. n c 
sin -= -- , 
2 2r' 



c = 2rsm — , 
2 



et en substituant dans la relation (2), 



X = 



360 r sin ? 
2 



— On trouverait pour une demi^cir conférence, 

X= - = 0,636619 r. 

dlO. — Centre de gra^irité des courbes. — i» — Soit d'abord 
une courbe plane AB (Fig. 49) ; son centre de gravité sera déter- 
miné dès que Ton connaîtra ses deux coordonnées X et Y, par rap- 
port aux axes situés dans son plan. 

Désignons par s la longueur de la courbe ; 
le moment d'un de ses éléments MM' par rap- 
port à Taxe des y, sera à la limite, cet élé- 
ment devenant d$y 




Fig. 49. 



ds 



ou 



X'+-[X'^dx) 
2 

xds; 



dx 



car on peut négliger — à côté de x, 

m 



La somme de tous les moments élémentaires de la courbe, par 
rapport au même axe, sera / xds ; et Ton devra avoir en vertu du 
théorème des moments, 
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«X= I xck, 
d'où, 

/ xds 
X=îl . 

5 

On trouverait de même par rapport à l'axe des y , 

sY=^Jyds, 
d'où, 

fyds 

Y=iL . 

s 

La courbe étanl donnée par son équation y=f{x)^ on aura 
(86.3) 

ce qui donne 

valeurs que l*on introduira dans les équations de X et de Y. 
2o — Pour une courbe à double courbure 

ar = F(5), y=/W, 

rapportée à trois plans rectangulaires, le théorème des moments 
donnerait successivement pour chacun d'eux, en substituant à un 
élément de courbe infiniment petit, l'élément correspondant de la 
tangente. 



s 



sX 



= I xds, tY=:^iydsj sZ=s j zds; 



la longueur de l'élément serait ici (100.3) 



*=*v/ê)'- (!)■-• 



Lorsqu'on ne pourra effectuer les intégrations, on aura recours à 
la formule de Thomas Simpson (186) pour les calculer. 

i6 



140 CALCUL INTÉGRAL 



CENTRE DE GRAVITÉ DES SURFACES. 

880. — Centre de gravité du triangle. — Supposons le trian- 
gle placé par rapport aux axes coordonnés, comme Tindique la fi- 
. gure ci-conlre, et considérons un élément 

^^^ compris entre deux droites infiniment 
\ A /^g y /^ rapprochées, parallèles à la base AC et à 

rr^r-— jrm. j,^^^ ^^^ ^ ^ désignons par b la base AC, et 

— ^^ jf. par h la hauteur. 

Fig. 50. L'élément mm' que nous représenterons 

par rfU, a pour surface d\] = mm\dij, et son momeîU par rapport à 

Ox sera 

yd\]:=mm\ydy. (*) 

On tire des deux triangles semblables Bmm' , BAC , 

mm =-T-' 
et en substituant dans (1), il viendra pour le moment élémentaire. 



yrfU=-ry*rfy; 



le moment total sera donc 






sans constante. 

iT *^ 
On en déduira, en remarquant que U =y , 

H*- 

Par suite, /e centte de gravité se trouve aua deux tiers de la hau- 
teur à partir du sommet ; il en est de même pour les autres côtés. 
On sait que ce point de concours appartient aux trou médianes. 

881. — Centre de gravité d'un segment de parabole. — Le 
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centre de gravité se trouvant sur Taxe de symétrie pris pour axe 
des X, et l'équation de la parabole (Fig. 51) étant 

il suffit de trouver l'abscisse OG=Xi. Considérons à cet effet* 
Télément mm' déterminé par deux droites infi* 
niment rapprochées, parallèles à Taxe des y ; il 
& pour surface 

rfU = mm'.dx =^2t/dx , 

et son moment par rapport à Taxe des y est 

xd\] = 2yxdx. 

Le moment du segment parabolique, limité par la droite ÂB pa- 
rallèle à Oy, sera par conséquent 




UXj = / 2yxdx ; 



ou, en mettant y/2px k la place de y, 



2xdx \l2px = 2 yj2p I xldx = l^2p.X^ , 

sans constante, attendu qu'elle s'annule pour a: =3 0. On a en sim- 
plifiant, 



et comme (dOO) 



UX, = g*^2/?X.X» = -*YX", 



4 



il viendra 



U = -YX. 



'~5^4 YX~S 



8d8. — Centre de gravité d'une aire plane terminée par 
deux courbes. — Les équations des courbes AB et A'B' étant 
Connues (Fig. S2), on suppose Taire divisée en une infinité de rec- 
tangles par des parallèles à l'axe des y ; Tun de ces rectangles 
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NMM'N' a pour base raccroissement infinimenl petit NN' ou dx de 

l'abscisse, et pour hauteur, la différence MN des ordonnées MP et 

1^ jfP NP ou y — y,. Sa surface est [y — y^dx\ tan- 

^ dis que la distance de son centre de gravité 

dx 
à l'axe Oy est ^+ — , ou plus simplement x^ 

dx 
en négligeant — à côté de a; ; la distance du 

Fig. 52. même centre de gravité à Taxe des x est 

y-f-yi ^ 

— T — . On aura par conséquent, en désignant par a et ô les abs- 




cisses extrêmes, 



et 



UX= / x{y—y,)dx, 

J a 



UY=y] (y_y.)y±lLrfx=*- J* (y'-y.')^. 



Laire de la courbe est d'ailleurs (130) 



U=J^ {y — y,)dx. 



fi83* — Oentre de gravité des surfaces de révolutioii. — 

Prenons Oar (Fig. 49) pour l'axe de révolution, et soit à déterminer 
le centre de gravité de l'aire engendrée par la courbe génératrice 
AB, dont les extrémités ont pour abscisses a et b. Décomposons 
pour cela, la surface en zones infiniment petites, par des plans per- 
pendiculaires à Taxe. Ces zones peuvent être considérées comme 
des surfaces tronc-coniques^ qui ont pour expression, en prenant 
par exemple l'élément MM' ou ds^ 



-|^2icy+2^(y+rfy)Jc&, 



ou, en négligeant l'infiniment petit dy à côté de y, 

^'Jiyds . 

Les centres de gravité de la surface considérée tl, aussi bien que 
de cette zone élémetitaire, doivent se trouver sur Taxe Ox ; la dis- 
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lance du premier centre de gravité à l'axo des y étant X, celle du 
second centre de gravité au même ase des y est l'abscisse du point 
M ou X, à un infiniment petit près ; il viendra donc, par le théorème 
des moments (817), 



UX = 2w r xyds. 



Mais on sait (SOS) que 

U=:2n ( yds. 

et que 

d8 = dx<iji-i-y'*. 

On obtiendra la distance cbercbée X, après avoir remplacé dans 
ces formules y et sa dérivée y" par leurs valeurs en x, et après avoir 
effectué l'intégration indiquée. 

884. — Centre de graTlté de la sorfooe latérale d'an odne 
droit. — La droite génératrice OA (Fig. 53), passant par l'intersec- 
tioa des axes coordonnés, aura pour équation 

y=ax, d'où, y' = a. 

On trouvera d'après ce qui précède, en re- 
marquant que l'élément MM' ou dh à une 
longueur exprimée par 

et que le cône est limité par l'abscisse x=b, ^'8- ^- 



u=2./; 



axrfx^l+a' = îca^l+a'.i* , 




aSB. — Centre de gravité d'une sdne sphérique. — Le cen- 
tre de la sphère étant à la rencontre des axes, on aura dans ce cas 
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et 



X 



\r' — X 
par conséquent il viendra (Sd3), 



, / X* rdx rd: 

V r' — x" Jr' — x* y 



puis 



U=27: / rdx = 2T:r{b — a), 



en limitant la zone aux abscisses a et b. Enfin, en remarquant que 
les triangles MPM', OCD (Fig. 48) donnent yds = rdx, on aura 



UX = 27U / xyds = 2?: / xrdx = 2wr 
d'où," 



6'— a' 



x=î±-^ 



ce qui montre que le centre de gravité esl situé an milieu de la 
hauteur de ta zone. 

8d6. — Centre de gravité d'une surface quelconque. — 

Pour trouver le centre de gravité d'une surface 

il faut la supposer décomposée en^éléments infiniment petits, par 
des plans infiniment voisins, perpendiculaires aux deux axes des x 
et des ?/, et substituer au moment de Télément de surface, le mo- 
ment de l'élément correspondant du plan tangent au point considéré. 
Cet élément de surface a,dans celte hypothèse,pour expression (S 10) 



<«'=-V(ê)"^(i)" 



4-1 . 



La surface elle même est 



-i:;i:;«^v^(i)"-^:)' 



+1. 
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D'ailleurs en prenant successivement les moments par rapport 
aux trois plans de coordonnées, qn aura 



UX 



=// 



xdV, UY 



=//W0, 



uz 



=// 



zd\}; 



équations qui feront connaître les trois coordonnées du point cher- 
ché, en remplaçant dl] et z par leurs valeurs en x et y, et en effec- 
tuant les intégrations entre les limites indiquées. 



CENTRE DE ORAVITÉ DBS SOLIDES. 

. aa*?. «** 0«iitr« d« granité du tétraèdre. — Concevons que 
l'un des plans de projection passe par le point S pris pour sommet^ 
et soit parallèle à la base (Fig. S4). Supposons aussi la pyramide 
décomposée en tranches infiniment minces, 
par des plans parallèles à la base ; Tune de 
ces tranches mnm' de base 6, pent être con- 
sidérée à la limite comme un prisme ; son vo- 
lume sera 

d\=bdy, 

» 

et son moment par rapport au plan Ox^ 

yd\ = ybdy. _ ^^ 

y ^ ^ Fig. 54. 

De sorte que la somme des moments de tous ces éléments, ou 
le moment de la pyramide sera 
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t 


> 



YV 



= / bydy. 



<1) 



On sait, du reste, que si B et H sont la base et la hauteur de la 
pyramide, on doit avoir 

BH 



et que 



d'où, 



b' 



É 
H'' 
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En substituant dans (1), et en prenant Tintégrale entre les limites 
ys=0 et y e=H, on trouve 



On en tire 



y=|h, 



résultat con/orme à celui obtenu par des considérations géométriques. 

888. — Oentre de gravité des solides de révolution. — On 

a vu (811) que le volume des éléments déterminés par des plans 
intiniment rapprochés, perpendiculaires à Taxe, avait pour expression 

rfV = i^y^dx, 
et le volume total, 

Le centre de gravité est, d'ailleurs, 5t^ti^ sur Taxe de symétrie, et 
Ton aura par le théorème des moments 



VX = w / y^xdx. 



Il faudra dans cette expression, remplacer y' par sa valeur en x 
tirée de l'équation de la courbe méridienne^ puis intégrer entre les 
limites a et 6, répondant à la plus grande et à la plus petite valeur 
de Tabscisse. 

889. — Oentre de gravité d'un cône droit. — En appliquant 
les formules précédentes au cône (88^), dont la droite générairice 
(Fig. 53) a pour équation 

y=ax, 
on obtiendra 

V=w / y^dx=^i^a^ j x'^dx= ■ ■ 



I 
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On aura aussi 

Par suite, 

4 

830. — Oentre de gravité d'un segment splièrique. — Si le 
cercle générateur du segment sphérique a pour équation 

il viendra successivement 

y^dx='K I (r* — x^)dx = 'J^r* 1 dx — w 1 ar'dx, 



OU 



V = 7r[r'(*-a)-l(6^-a')], 



et 






OU bien 



VX=«[^(A«-a«)-J(ô»-a»)]. 



Ces relations feront connaître X, et par conséquent^ le centre de 
gravité cherché, car il se trouve sur Taxe. 

^- S'il s'agissait d'une demi-sphère on aurait a=0, et 6 = r, de 
sorte qu'en remplaçant et en simplifiant, on arriverait à 

X=-r. 

831. — Oentre de gravité d'un paral>61oide de révolution. 
— Supposant que la courbe méridienne ait pour équation 

y^ = 2px, 
on aura (888) 

V = ir / y^dx = 2'îcp j xdx=^'KpX^, 

et 
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d'où l'on déduit 



X.=.c-X. 



838- — Centre de gravité d'un prisme parabolique. — Ce 

centre doit se trouver évidemment sur le plan parallèle aux deux 
bases, situé à égale distance de ces bases, parce que c*est un plan' 
de symétrie ; de plus il se trouva sur Taxe de la parabole qui li- 
mite ce plan (ddi), à une distance de Torigine marquée par 

833. — Centre de gravité d'un corps terminé par une suv^, 
face quelconque. «» Le corps étant compris entrQ deux surfaces 

z = F(a:,y), Zo = f{x,y), 
et les plans 

on le suppose décomposé par des plans infiniment voisins, respecti- 
vement perpendiculaires aux deux aices Ox et Oy \ ce qui détermine 
des parallélipipèdes élémentaires ayant pour base dxdy^ et pour 
hauteur (^ *^4«} ; de sorte que le volume total est (815) 

qui revient à 



rx pf rt 



relation obtenue en décomposant encore les parallélipipèdes élé- 
mentaires, par des plans infiniment rapprochés perpendiculaires & 
Taxe ÇSz, On aura respectivement pour les moments par rapport aux 
trois plans coordonnés, en prenant par exemple la première expres- 
sion du volume. 
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VX= / / (a— «,)xrfrrfy, 

J »o ..' »0 

VY= J^ r {z-z,)dxydy, 

Remàbques. I. — La décomposition doit ie faire ou élémenti 
dxdydzj quand les corps ne sont pas homogènes \ car en opérant 
comme cî-dessus, les prismes élémentaires (z — Zfi)dxdy^ présente- 
raient dan« ]q aens de leur hauteur (m •-« Je) dee poida apéeifiques 
différ^nU. 

II. «-" Lorsque dans la détermination des tênires de praviié des 
surfaces planes {BB9), des surfaces courbes (886), ou des solides 
terminés par des surfaces quelconques (838)^ on na pourra effectuer 
les intégrations indiquées, ou que Ton ne connaîtra pas les équa* 
tions des lignes ou des surfaces qui les déterminent, on aura re- 
cours pour faire celte opération, à la formule de Thomas Simpson 

(ISS). 

884. — Théorème da G-nlOla, -«- Ce théorème comprend les 
deux propositions suivantes : 

1® — L'aire de la surface engetulrée par une ligne plane ^ loumont 
autour d'un axe situé dans son plan y est égale au produit obtenu en 
multipliant la longueur de cette ligne génératrice ^ par la circonfé- 
rence que décrit son centre de gravités 

2" — Le volume engendré par une aire plane, toumaafit autour 
d'un axe tracé dans son plan^ e$t égal au produit de l'aire généra- 
trice, par la circonférence que décrit son centre de gravité, 

1®. — Pour démontrer la première proposition, reporlons-nous à 
la figure 49. On a trouvé pour Vaire de révolution (883), 



u=ait 



jyds. (1) 



En désignant par Y Tordonnée du centre de gravité de la courbe 
méridienne, on a trouvé d'autre part (818), pour la somme de tous 
les moments élémentaires de la courbe par rapport à Taxe des or, 
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sY 



= / yds. 



ËQ substituant dans Téquation (1), il en résulte 

U = 2wY5. (2) 

n viendrait, par exemple j pour wi tore engendré par la révolu- 
tion d'une circonférence de rayon r, dont le centre se trouve & une 
distance R de Taxe de révolution, 

2^. — Considérons en second lieu, une aire plane quelconque 
tournant autour de Taxe Ox (Fig. 52), et supposons-la décomposée 
en éléments, par des plans infiniment rapprochas perpendiculaires 
à Taxe de rotation. Un de ces éléments de surface NMM'N' peut 
être considéré à la limite comme un rectangle ; il décrira pendant la 
révolution un anneau dont le volume aura pour expression, 

rfV = w(y*— y,')(fe; 
de sorte que le volume total sera 



y=^f{y'-yi*)dx. (3) 



Mais on sait que, d'après le théorème des moments, on a aussi 

(888) 

d'où l'on conclut 

V = U2irY; (4) 

ce qui démontre la deuxième proposition. 

Pour le cas particulier d*un tore placé dans les mêmes circons- 
tances que ci-dessus, on obtiendrait 

Remarque. — Si la révolution de la courbe ou de l'aire généra- 
trice n était pas complète^ et si l'arc décrit était a, par exemple, la 
surface ou le volume engendré serait une fraction de Taire (2) ou 
du volume (4) exprimée par 
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Celte remarque trouve son application dans le calcul des déblais^ 
qui se rapporte à la construction d'un canal à section constante. 

2. -~ MOMENTS DWBRTIE DES CORPS. 

d35. — On appelle puissance vive d'un point matériel, la moi- 
tié du produit de sa masse par le carré de sa vitesse, ou -mt)*; 

i 

par extension y la puissance vive d'un corps est la somme ^-mv^ , 

des produits analogues pour tous les points matériels qui le com- 
posent. S'il s'agit en particulier du mouvement de rotation^ la puis- 
sance vive d'un point matériel situé à une dislance r de Taxe, sera 

-m (cor)', en désignant par co la vitesse angulaire, car v = <i) r, et 

Ton aura pour l'expression de la puissance vive de tous les points 
matériels faisant partie du même système, 

ou^ en mettant en dehors du signe 2, indiquant une somme, le fac- 
teur constant - w' , 

La somme ^mr^ des produits obtenus en multipliant la masse de 
chaque point matériel du système considéré, par le carré de sa dis- 
tance à Taxe, est appelée moment dmertie ; on le désigne ordinai- 
rement par I, de sorte que 

I=2mr*. 

Si l'on conçoit que toute la masse M du corps, puisse être concen- 
trée en un certain point, situé à une distance R de Taxe, de telle 
manière que Ton ait 
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I=MR*, d'où R* = n. 

le rayon R sera appelé rayon de gyration^ et l'expression de la 
puissance vive totale sera 

iM(«R)% ou iMV, 

en désignant par V la vitesse 4 la distance R. 

836. — Ije moment d'inertia d'un ayatèxne par rapport à 
un axe quelconque, est égal au moment d'inertie par rapport 
à. l'axe parallèle mené par le centre de gravité, augmenté du 
produit de la ttiaese totale, par le carré de la distance des 



Pour le démontrer il convient, étant donné le moment d'inertie 

I = Smr* 

par rapport à un ase, de chercher le moment d'inertie Y par rap- 
port à un axe parallèle. Prenons à cet effet, le premier axe pour 
Taxe des z^ faisons passer le second dans le plan xz^ et soient r et 
r' les distances du premier et du second axe, au point du système 
qui a pour coordonnées a; et y ; la distance de ces axes étant ly on 
aura en général, 

ou, à cause de 

a:«+y»=r% r'«=r« + /»— 2/a:. 

Par suite, le moment d'inertie cherché, 
pourra s^exprimer par 

Si Ton remarque que Smr'î^sl, et 6n appelant M la masse totale, 
il viendra 

r = I+M/« — 2/2ma:. 

Mais lorsque le premier axe passe par le eentre de gravité du 
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systëme, la somme des moments des masses partielles par rapport 
au plan des zy est nulley et Ton a 



2»w?=0. 



On obtiendra donc 



I'=I + M/S 



(1) 



ce qui démontre la proposition énoncée. On déduit de la dernière 
égalité en divisant par M, 

r'*=r' + /*. (2) 

Il résulte encore de ce qui précède, que pour un système de droites 
parallèles, le plus petit moment d'inertie est celui qui est pris par 
rapport d la droite qui passe par son centre de gravité. 

83*7. — Moment d'inertie d'un système par rapport à un 
axe qneleonque, passant i>ar son centre de ora^-vité^ pris 
pour l'origine des coordonnées. 

Désignons par a, p, y, les trois angles formés par Taxe donné 
OA avec les trois axes de coordonnées 
rectangulaires (Fig. 55), et supposons 
que M soit un point du système consi- 
déré, ayant pour coordonnées œ, y, z. 

Menons par le point M et appelons r 
la perpendiculaire MN sur Taxe OA. Le 
moment d'inertie du corps par rapport 
à cet axe sera 



I=Siwr*. 



(*) 




Fig. 65. 



(S) 



Nous allons chercher l'expression de 
r* en fonction des angles cl, p, y, et des coordonnées du point M. 
On a en premier lieu, 

Mais 

OM* = :p*+y« + ^V 

et en vertu du théorème fondamental des projections, 

ON = j: cos a + y cos p + ;5 cos y . 
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En élevant au carré, substiluanl dans l'expression (2) les valeurs 
de OM et de ON puis réduisant, on obtient 

r« = a:« (1 — cos* a) + y' (1 — cos* p) + z* (1 — cos* y) 
— 2xt/ cos a cos p — 2xz cos a cos y — 2yz cos p cos y . 

D'ailleurs on a 

cos • a+ cos* p + cos' y = 1 ; 

ce qui ramène la dernière expression à la suivante, 

r' = X* (cos" p + cos* y) + y* (cos* a + cos* y) + ^* (cos* a +cos* P) 
— 2ary cos a cos p — 2xz cos a cos y — 2yz cos p cos y. (3) 

Chaque point du système donnerait lieu à une relation analogue, 
on aura donc 

I = (cos* p + cos* y) s mx^ + (cos* a + cos* y) Smy* 
+ (cos* a + cos* p) 23 wz* — 2 cos a co's pS mxy 
— 2 cos a cos yS;wxz — 2 cos p cos yS myz ; (4) 

formule qui donne le moment d'inertie par rapport à une droite 
quelconque y passant par le point 0. 



\. — On peut représenter cette formule géométriquement ^ en 
portant sur les différents axes que Ton peut mener par le point et 
à partir de ce point, des fonctions déterminées de I, on aura ainsi 
autant de rayons vecteurs^ déterminant par leurs extrémités une 
surface lieu de ces fonctions. En ce qui concerne Taxe OA, prenons 
par exemple le rayon vecteur OR = p, obtenu en posant 



0) 



relation dans laquelle o) représente une quantité arbitraire. 

Pour trouver F équation de la sur face ^ lieu des points R, il faudra 
introduire les coordonnées de ce point dans la relation (4). Or, si 
on les désigne par â?o> yo^ ^o) ^^ Aura 

a:o=pcosa, y^r^^pcosp, So=pcosy. (6) 
On en déduit 
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cos a= , cosp = , cosY= , 

iù (0 0) 

et en faisant les substitutions voulues dans la relation (4), il viendra 

iù L 

— 2x^y^llmxy — ^x^z^Ymxz — 2yo2oSwy5 j . 

Dans cette expression les sommes 2/wx', Swy', etc pourront 

être obtenues séparément par ime intégration ; supposons-les con- 
nues, et soient a, b, c, rf, ^^ f leurs valeurs respectives, on aura 
en substituant, 

(6 4- c) a:o' + (a + c) y^^+{a + b) V — 2rf.a:oyo — ^ex^z^ 

— 2/yo^o = <«>' ; (7) 

■ 

équation d'une surface à ce7itre qui n'a pas de rayon infini, puisque 
le moment d'inertie d'un corps par rapport à un axe, est toujours 
différent de zéro. La surface est donc im ellipsoïde ayant son cen- 
tre à l'origine, ou au centre de gravité du système ; elle donnera 
pour chacun de ses rayons vecteurs pris pour axe de rotation, le 



iù' 



moment d'inertie du système, et cela par la relation (5), 1= — , 

P 
dans laquelle on fait ordinairement pour simplifier (i> = l. Si, en 

outre, on prend les axes de fellipsoïde pour axes des coordonnées, 

la dernière équation revient à 

ou 

Xo« Sm (y' H- z») + y,' S w {x' -h :2;') + z,* Sm (a:»+ y*) = 1 ; 

et Ton voit aisément que cette dernière n'est autre que 

Xo-L + yo"P+VIi = l, (8) 

en représentant par L, ly, Ix les moments d'inertie du système, par 
rapport aux trois axes de Tellipsoïde. Ces moments d'inertie et ces 
axes sont appelés moments d'inertie principaux, et axes principaux. 

S39. — Lorsque la relation (8) sera connue, on trouvera le mo- 

17 



m CALCUL INTÉGRAL 

ment d'inertie par rapport à un rayon vecteur quelconque passant 
par l'origine et faisant,par exemple, avec les axes, les angles a, p, y; 
il suffira, de faire intervenir les deux autres relations 5) et (6), et 
Ton aura 

I=Ij. cos* a+Iy cos*pH-Ix cos*y . (9) 

Ce moment d'inertie se rapportant à un axe qui passe par le 
centre de gravité^ on sait (d36) comment on passe au moment 
d'inertie, par rapport à un axe quelconque qui lui est parallèle. Il 
sera donc possible de résoudre tous les problèmes de ce genre. 

— La relation (S) montre que le plus petit et le plus grand mo- 
ment d^inertie, correspondent an grand et au petit axe de Tellipsoïde 
central. Quand deux moments d'inertie principaux sont égaux, il 
en est de même des deux axes principaux qui leur correspondent, 
et r ellipsoïde est de révolution. Si les trois moments d'inertie prin- 
cipaux sont égaux, leurs axes sont aussi égaux, et rellipsotde de- 
vient une sphère. Dans ce cas, tous les moments d'inertie pris par 
rapport aux axes passant par le centre, et de direction quelconque, 
sont égaux entre eux. 

— Véquation (9) fait aussi reconnaître que lorsque le moment 
d'inertie est pris par rapport à un axe, situé dans le plan de deux 
axes principaux, il ne contient plus le moment d'inertie principal 
relatif au troisième axe ; car le facteur de ce dernier moment d'iner* 
tie est le cosinus d'un angle droit, dont la valeur est 7iulle. 

— On déduit encore de l'équation générale, que si le corps 
considéré a un plan de symétrie passant par le centre de l'ellipsoïde, 
ce plan doit contenir deux a^es principaux et doit être jocrpenrftcw- 
laire au troisième ; et si le corps a deux plans de symétrie perpen- 
diculaires entre eux passant toujours par le centre de l'ellipsoïde, 
leur intersection est un axe principal^ et les deux autres sont res- 
pectivement situés dans ces deux plans de symétrie. 

C'est ainsi que dans un paraliélipipèdc rectangle, par exemple, 
les trois médianes issues du centre forment les trois axes principaux 
relatifs à ce centre. 

Ô-40. — Comme pour la recherche des centres de gravité, nous 
considérerons encore iciles corps comme Aomo^^e5 ; le rayon de 
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gyration deviendra dès lors indépendant de la nature des corps, . il 
ne dépendra que de leur forme; en effet, .si P est le poids de 
Tunilé de volume de la matière du corps, et si V et v sont les volu- 
mes correspondant aux masses M et m, on aura 
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Vv 
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où il vient 
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V' 




et 


par conséquent (836)^ 
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Smr* 


Sur' 
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ce 


qui donne, 











I = Svr*, 

relation dans laquelle les masses sont remplacées par les volumes, 
et où la quantité Hvr^ se nomme, par analogie, moment d'inertie 
du volume ; on en déduit 

I=VR» et R' = :^. 

Cela posé, passons à la recherche des rayons de gyration et des 
moments d'inertie, en prenant d'abord les corps géométriques, 
dans lesquels on peut négliger deux dimensions à côté de la troi- 
sième, c'est-à-dire les tiges minces rigides. 

fi'dl. ^ Moments d'inertie et rayons de gyration des tiges 
ou tringles. 

I. — Supposons que la tige OA de section 5 et de longueur L, 
tourne autour de taxe Ox passant par une de ses extrémités, en 
faisant avec lui un angle constant a (Fig. 56). 

Soit M un de ses éléments situé à une distance / du 
point ; le volume de cet élément sera sdl , et sa dis- 
tance à Taxe Ox sera / sin oc. Par suite, on aura pour 
son moment difiertie (^'^O) , 

I = 2ur*= / 5rf/./*sin«a= r 5.sin*a. L'. (1) pig. 56 

Comme le volume de la tige est 

Y=iL, 
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il viendra pour le carré du rayon de gyration (S-dO), 



1 

-5. sin'a. L' 

3 1 



D^ailleurS) 
d'où, 

par coDséquent 



R* = = = -L*sin«a. (2) 

5L 3 



AB = L sin a , 



AB' = L*sin*a; 



r-=-;ab'. 



II. — Si la tige éX^îi perpendiculaire à Taxe, la relation précé- 
dente (2) deviendrait, en remarquant que sin 90^= 1, 

R« = iL'. (3) 

m. — Ijorsque la tige de longueur L tourne autour d'un axe 
A g B perpendiculaire en son milieu (Fig. 57), les deux par- 
ties symétriques OA et OB ont le même rayon de gy- 
ration ; en conséquence, ce rayon de gyration est 
celui de la tige entière, et Ton a 

k R'= - AO = 7^ L'. 

Fig. 57 3 12 

IV. — Soit maintenaîit une tige AB (Fig. 58) (ournant autour 

d'un axe ^^ perpendiculaire au plan de la figure, et situé sur le plan 

mené perpendiculairement à la tige en son milieu. 

Ji c B L, étant toujours la longueur de la tige, désignons 

I par r le moment d'inertie cherché ; par I, le moment 

\l d*inertie pris par rapport à un axe parallèle, passant 

j par le centre de gravité de la tige, c'est-à-dire par 

•g son milieu ; et soient R' et R les rayons de gyration 

Fig. 58. correspondants. Appelons aussi / la distance OC de 

Taxe à la tige, il viendra (S36) 

r=i+M/s 

ou 

R'« = R« + /«, 
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et à cause de la relation R* = -- L', trouvée ci-dessus, on aura 

12 



R-=-L.+/., 

(. — I — Si l'on avait une tringle en arc de cercle (Fig. 59), 
son moment d'inertie par rapport à un axe passant par son centre, 
et perpendiculaire à son plan serait, en remarquant 
que tous les éléments sont à la même distance p de 
Taxe, p 

I = Swr» = Mp'. 

Le rayon de gyration est évidemment p. Fig. 59. 

n. — Quand la tringle en arc de cercle ABD tourne autour d'un 
rayon OB qui passe par son milieu (Fig. 60), on obtient d'abord, 
pour le volume élémentaire v, en désignant par ^ sa section, par dl la 
longueur de l'élément MM', et par x, y les 
coordonnées du point M relatives aux axes 
rectangulaires passant par le centre, 



V 



sdl; 



ce qui donne pour l'expression Srr* du mo- 
ment d'inertie, en remarquant que l'on peut, 
à un infiniment petit près d'un ordre supé- 
rieur au premier, remplacer r par y , 




Fig. 60. 



I = Srr' = fsdl.y\ 



Mais, p désignant le rayon OM du cercle, si l'on mène M'N 
parallèle à OB, les deux triangles semblables MOP, MNM' fournis- 
sent la relation 

dl dx 



d'où 



il viendra en substituant. 



P y 

y (Il = prfj? ; 



/ s.dLy^ = sf 1 ydx. 
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L'intégrale / ydx prise pour lare entier, donne précisément 
Taire du segment correspondant ABD ; on aura donc 

1 = Sur' = sp. segm. ABD ; 
d'un autre côté le volume de la tringle est 

s., arc ABD , 
de sorte que Ton aura pour le rayon de gyraiioriy 

_St;r'_ 5p. segm. ABD _ segm. ABD 
V s. arc ABD ^ arc ABD 

— Dans le cas particulier où Tare est une demi-circonférence^ 
on trouve 

77p 2 



MOMENTS D INERTIE ET RAYONS DE Q-YRATION DES CORPS, 
DANS LESQUELS UNE DIMENSION EST NÉGLIGEABLE A COTÉ DES 

DEUX AUTRES. 

Ce cas s^applique à une feuille mince, ou même à une simple 
surface plane. Pour trouver ces moments d'inerlie, il faut décompo- 
ser la surface en éléments infiniment petits, par des parallèles à un 
côté. 

S43. — Triangle. — L — VvQïionsà^dhovàxxïi triangle rectangle 
OAB (Fig. 61), tournant autour d'un des côtés OA del'angle droit; 
divisons-le en tranches très-minces par des parallèles à AB. Ces 
tranches pourront être assimilées à autant de tiges rectilignes, et 

^B^ Tune* d'elles MP aura pour surface ydx, en 

appelant x la distance OP et y la longueur 
MP. Si en outre e est son épaisseur, le 
volume sera ydx,e\ on aura par consé- 
quent pour le carré du rayon de gyratiofi 

(841.11), 
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1 



3 



r*=-r y 



et pour le moment dinertie de son volume (ô-40), 

ydxe.'^y^=^ey^dx, 
ou, à cause de y = aa:(Foir analyt.). 



3 '^'^"'''^ ' 

si Tépaisseur ^ est négligeable, on peut substituer à ce moment 
d'inertie celui de Taire qui est 

- a Vûfar . 
3 

En prenant la somme de ces moments d'inertie partiels, depuis 
x=Q jusqu'à x^=by il viendra 



{ r^ i 

3 V 12 



et comme, en désignant par A le côté AB du triangle, on a A'=a'A', 
on aura pour le moment d'inertie totaly 

\=Lbh\ 
i2 

II. — Si le triangle proposé tourne autour de T hypoténuse, on 
forme en abaissant la perpendiculaire BG (Fig. 62), deux triangles 
rectangles qui rentrent daiis le cas pré- B 

cèdent, et qui donnent séparément ' 

;^OC.A* et 7^CA,A\ 
i2 12 

.. ^ Pi«. 62. 

Le moment d'inertie total sera évidemment la somme de ces deux 
expressions, et Ton aura encoro,en appelant h l'hypoténuse OA prise 
pour base, 
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1 

Comme la surface est - AA , on aura pour le rayon de gyration^ 

m 

12 1 

Uh ^ 

2 

On trouverait encore le même résultat, pour un triangle quelcon- 
que tournant autour d'un de ses côtés pris pour base, en le décom- 
posant d*unc manière analogue en deux triangles rectangles, par la 
perpendiculaire abaissée du sommet sur cette base. 



— I. — Supposons maintenant que Vaxe de rotation soit 
perpendiculaire au plan de la figtire, et considérons le triangle iso- 
cèle OAB (Fig. 53); plaçons cet axe au sommet en 6. Divisons le 
triangle de base AB = 2^ et de hauteur h, en tranches infiniment 
minces par des parallèles à la base AB ; appelons enfin x la dis- 
tance de Tune de ces tranches MNN'M' à Taxe 6, e son épaisseur, 
2y sa hauteur ; sa surface sera 2ydx et son volume, 2eydx. On 
aura, du reste (8^41. IV), pour le carré du rayon de gyration 









3y"+x«, 




soit 


pour son moment 


dinertie (S40) 










2eydx\^ + x^, 


ou, 


à cause 


de y=ax 




'dx; 



de sorte que le moment d'inertie total aura pour expression la 
somme de ces moments d'inertie élémentaires, prise entre les limi- 
tes a:=0 et a:=6C = A, et IW obtiendra 



I 



2ac(|-M) f ^ x'dx=^ae{ç^-^{)h\ 



ou, en remplaçant le coefficient différentiel a par sa valeur , 
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I 



-b'4-^'')- 



(0 



Or, le volume du triangle est Ç,he, par suite, on aura aussi 



V 2\3 / 



(2) 



expression indépendante de Tépaisseur e. 

IL — Le rayon de gyration par rapport au même axe, d*UQ des 
triangles rectangles qui composent le triangle isocèle, soit du trian- 
gle 6AC, est le même que celui de ce triangle isocèle. En effet, les 
deux triangles partiels étant égaux, et placés identiquement par 
rapport à Taxe de rotation, ils ont évidemment le rayon de gyration 
commun et il doit être le même que celui de leur ensemble. Donc, 
l'expression trouvée (2) pour le triangle isocèle s'applique à chacun 
des deux triangles partiels. 

Quant au moment d'inertie de chaque tçiangle rectangle, il sera 
égal à la moitié du moment d'inertie (1) du triangle isocèle, c'est- 
à-dire à 



Jpa.(|Va«). 



(3) 



S-46. — Reotaagle. — I. — Soit un rectangle OBAC (Fig. 63) 
tournant autour dune de ses diagonales OA, que nous désignerons 
par p ; son rayon de gyratioïi sera égal à 
celui d'un des deux triangles partiels 
égaux, lequel est (d^3.II) 



R'=j*', 



(*) 




en appelant h la hauteur BD. Fig. 63. 

Par suite, la surface du rectangle étant ab ou pA, on aura pour 
le moment d'inertie (S40), 






(2) 



IL — Le rectangle tournant autour dune de ses médianes Ox 
(Fig. 64), si Ton adopte l'ordre de décomposition indiqué, consistant à 



M4 
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mener des parallèles à l'axe infiniment rapprochées, en désignant 
par aei b les deux dimensions du rectangle, par e son épaisseur 
3 uniforme, le volume de la tranche MN dont la dis- 
N tance à Taxe est y, sera eady et son moment d'iner- 
tie (S-40), 

eay*dy . 

La somme de ces moments d*inertie partiels, prise 



MSB^SSSSSÇI 






t^ 



IL 



PIg. 64. 



entre les limites et -, donnera le moment ainer- 



tie du rectangle ÂBDC, et Ton aura 



ea 



/* 1 ibV i 



L'autre rectangle conduira au même résultat ; de sorte que ron 
obtiendra pour le moment d'inertie total, 



soit 



i=^««**; 

h^''^ 



(3) 



pour le moment d'inertie de Taire ; valeur h laquelle on serait ar- 

rivé en prenant l'intégrale entre les limites et +-. On a du 

reste, pour le volume du rectangle proposé, abe ; ce qui conduit à 




12 1 

eab \2 



(4) 



Fîg. 65. 



valeur indépendante de l'épaisseur e, 

IIL — Si le rectangle tournait autour d'un 
axe Ox, faisant avec une médiane OM tm angle 
connu CL (Fig. 65), en désignant par I« et I, les 
moments d'inertie autour des axes principaux 
1*5 OM et ON, on trouverait le moment d'inertie 
cherché par la relation (839.9), dans laquelle 
il y aurait lieu de faire 



ce qni donnerait 
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p = 90* — «, Y=^' 

1=1, C08* a + Itf sin'a; 



et comme, d'après ce que Ton vient de voir, on a 



12 



et 



L 



1 



il en résulte 



12 



ab\ 



1 

I = — oô (a* cos* a4- i' sin ' a). 
12 



Lorsque le rectangle devient un carré on a A == a, et par suite, 
relation indépendante de Tangle «, 



'. — I. — Supposons actuellement que Vaxe de rotation soit 
perpendiculaire au plan du rectangle^ et plaçons-le d'abord à Fun 

des sommets en 8 (Fig. 66). Menons la diagonale a- .c 

correspondante 6B, et appelons encore a el ô les 
deux côtés du rectangle, e son épaisseur, d sa dia- 
gonale ; le moment d'inertie cherché sera,évidem- X 
ment, la somme des moments d'inertie des deux *** ' 

triangles partiels ; on aura donc (844.3) 




ou 






Le volume total étant a6e, on obtiendra pour lerayon de gyration, 



R" 



=-rf». 

abe 3 
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II. — Quand Taxe sera placé (m milieu de Vun des côtés du rec- 
tangle (Fig. 67), on formera, en menant la mé- 

C diane de ce point, deux rectangles égaux qui 

d. auront le même rayon de gyration 

» 1 

Fig. 67. ^'"^â^*' 

Le rectangle total aura donc lui même ce rayon de gyration. 

m. — Il est facile de voir que lorsque Taxe est situé au centre 
de figure 9 (Fig. 68), les quatre rectangles partiels égaux, formés en 

menant les deux médianes, ont le même 
rayon de gyration, et que ce rayon de 
gyration est celui du rectangle total, 
c'est-à-dire 



6' 



9 



> 




G 

m 



Fig. 68. 



3 



OU, en représentant par S la demi-diagonale. 



3 

IV. — Considérons enfin, un rectangle tournant autour d'un axe 
encore perpendiculaire à son plan, et situé sur le prolongement 
d'une médiane en 6' (Fig. 68). Désignons par / la distance de cet 
axe au centre de figure ; soient aussi R' et R les rayons de gyra- 
tion du rectangle par rapport à Taxe 6', et par rapport à Taxe parai- 

lèle 6, passant par le centre de gravité ; sachant que R" = ;- X', on 
aura, en vertu de la relation (S36.2), 

R'«=is^ + /«. 

S'^T. — Applications. — I — On a à considérer dans la résis- 
tance des matériaux, le moment d'inertie, par rapport à une de ses 
médianes Ox supposée horizontale, d'un i^ectangle évidé symétrique- 
ment (Fig. 69). Ce moment d'inertie est la différence entre le mo- 
ment d'inertie du rectangle extérieur, et celui du rectangle intérieur. 
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Aussi, en appelant a, b les dimensions du premier rectangle, a\ b' 
celles du second, on trouve (845.3) 



\=^^eah^-^^e<^b-- = y{ab^-db'X 



comme le volume total est 
V = (a* _ (ib')e , 

il vient pour le rayon de gyra- 
iion, 

I 1 ab'—ab'' 
~V~12 ab—a'b' ' 
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Fig. 70. 



Fig. 71. 



IL — Ces formules sont aussi applicables au cas où la section 



a 



est en double té (Fig. 70), car, en représentant par — la partie inté- 
rieure de Taile, on tomberait sur la même différence. 

Si l'épaisseur de Tâme est négligeable on peut écrire éï= a', et 
les formules qui précèdent deviennent 



I=^«(A'-*")c, et 



{ b' — b'* 

lit ^^^ _ 

^~i2b-b' • 



in. — Lorsque les deux semelles sont reliées & Tâme au moyen 
de cornières (Fig. 71), il faut retrancher du moment d'inertie du 
rectangle total, les moments d'inertie des six rectangles égaux deux 
à deux, indiqués sur la figure. 

^•48. — Disque ciroulaire. — • Pour trouver le moment d'iner- 
tie d'un disque circulaire tournant autour d'un de ses diamètres, 
considérons un de ses éléments M (Fig. 72) 
ayant pour coordonnées x, y , désignons-le 
par c?(i>. Soient aussi 0M= p et r le rayon du 
cercle, il viendra, en remarquant que le mo- 
ment d'inertie du disque doit être le même 
par rapport à un diamètre quelconque, et en 
prenant pour axes de révolution les diamètres 
qui coïncident avec les axes coordonnés^ 




Fig. 72. 



f6S 



d'où 
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I = - Srfco(x« + y*) = - 2rf<op . 



On obtiendra cette somme en faisant d'abord celle des éléments 
concentriques de rayon p, qui est 277prfp ; puis, en intégrant ces cou- 
ronnes dans toute l'étendue comprise entre p = et p = r ; et l'on 
trouvera pour le moment d'inertie de Taire entière, 



1 /**' f ^ 

I = 2j^27rprfp.p* = 7rJ^ p'ûfp = ^^r*, 



d'où l'on tire 



wr 4 



— S'il s'agissait d'une couronne circulaire ayant r et r pour rayons 
extérieur et intérieur, on aurait 



I = i,r(r*-r'»), 



et R«=-(r»— r"). 
4 



8-49. — IHsqae elliptique. — Soit l'ellipse ABCD tournant au- 
tour du grand axe Ox (Fig. 73). Supposons-la divisée en tranches 

élémentaires parallèles au petit axe ; l'une 
d*elles MP aura pour surface ydx^ el pour 

1 

rayon de gyration (Ô41.3), R*==-y» ; de 
\C 3 

sorte que le moment d'inertie sera, pour le 
quart de F ellipse (S-40) , 




I 



r yrf^-gy*- 



Fig. 73. 

On pourrait remplacer dans cette expression y par sa valeur tirée 

de Téquation de l'ellipse, et intégrer ensuite ; mais on arrivera plus 

simplement au résultat; si, décrivant une demi-circonférence sur le 

grand axe, on remarque que l'on a, en appelant y^ l'ordonnée H'P 

(198), 

b. 
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d'où en sabsti tuant, 



I 



6» f , 1 



L'intégrale de cette expression représente, précisément, la somme 
des moments d'inertie de tous les éléments du cercle, compris entre 
et a ; et comme, d'après ce qni précède, le moment d'inertie de 

ce quart de cercle est (8'48) — 'kû^, il en résulte pour le quart de 

l'ellipse, 

— . 7- wa* = — irofc'. 
a' 16 16 

Or, l'aire du quart de l'ellipse est (1O8) 

4 
donc, 

4 

D'après cela, le moment cTmertie de l'ellipse entière par rapport 
au grand axe, est 

4 

— Si Fellipse tournait autour de son petit axe on aurait 

4 

— On trouverait pour une couronne elliptique tournant autour 
du grand axe, et déterminée par deux ellipses semblables, dont les 
demi-grands axes de l'intérieure seraient Sa et SA, 

4 
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S50. — Comidérons encore le disque (Fig. 72), d'épaisseur uni- 
forme c, mais supposons qu'il tourne autour d'un axe perpendicu- 
laire à son plan, passant par le centre que nous appellerons dans ce 
cas 8. Décomposons-le de la même manière, en couronnes concen- 
triques ; celle de rayon p aura pour volume 277p.rfpe, et son moment 
d'inertie sera 

27rp.rfpc.p*= 2pe7fWp. 

Le moment dinertie du volume total sera donc, 



l = 2T:e I p'dp = - -ner^ 
Le volume du disque étant «r*^, il viendra 



7:er* 2 

— Si Fon avait une couronne circulaire dont les rayons seraient 
r et r', on trouverait dans les mêmes circonstances, 



et 



1=2^ (''^-O, 



S51. — Segment parabolique. — Passons au moment d'inertie 
d'un profil parabolique tournant autour de l'axe 9, perpendiculaire 
à son plan, calcul qui se présente pour les balanciers des machines. 
L'équation de la parabole rapportée aux axes perpendiculaires 

6A et 6B, que nous désignerons par 

a et b, est (Fig. 74) 

y — -(« — ar). 
a ' 




Fig. 74. 



L'aire de l'élément infiniment mince MM' parallèle à BC, est 
%ydx^ et le carré du rayon de gyration (S4l.IV), a:*H-— ; par suite, 
le moment dinertie total sera 
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I 



fy^i'^+i)- 



D*ailleur8, Téqualion de la parabole donne 

«y* 

d'où 






b* 

Si l'on substitue et si l'on remplace les limites qui se rapportent 
à X, par les limites correspondant à y, il viendra 

ou, en renversant les limites, 

/•» 4ay«rfy / 2ay ay y\ 
^ . ft» ^ Ô« "^ *♦ "^ 3/ 

4 

Comme Taire du segment parabolique est (800), - ab, on obtient 

o 

pour le rayon de gyration^ 



I 



R.=î(?a.+*.). 



d58« — Surteoa conique. — L'axe de révolution coïncidant 
avec l'axe de figure, et étant pris pour Taxe des x (Fig. S3), soit oc 
Tangle qu'il forme avec la génératrice OA ; désignons aussi par a 
et b les longueurs OC et AC. La décomposition, faite par des plans 
infiniment rapprochés perpendiculaires & Taxe, donnera, à un infi- 
niment petit prèd d'un ordre supérieur au premier^ 2i:ydL pour la 

18 
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zAne décrite par MM'=:</L. On aura donc pour son moment 
d'inertie, 

2-KydL.y* ; 
or, 

sma 
par conséquent, 

J sin a 2 sin a 

L'aire de la surface conique étant -: — , on aura aussi 

sin a 



2 sin g *• 

~ 7cA« ~2 



sm a 



— /> moment d^inertie d'un tronc de cône ABNM, différence en- 
tre les cdnes OAB, OMN, est la différence entre leurs moments 
d'inertie; il a pour expression, en représe&tant par b et b' les 
rayons des bases, 

ce qui donne 

B53. — 6tu«fÀce dd la aphôré. — Supposons que la sphëre de 
rayon r, tournant autour d'un de ses diamètres, soit raf^ortée à 
trois axes rectangulaires passant par le centre, le moment d'iner- 
tie sera le même par rapport à un diamètre quelconque. Il viendra 
donc, en égalant eux relatifs à chacun des trois axes, et en repré- 
sentant par Xy y, ^ les coordonnées d'un élément quelconque dtù, 

I = 2rfiù (x' •+- y') = Srfi.) (y* + Jî') »= Srfcû (x» -h «•), 

et Ton obtiendra 

3l = 2Srfcû(x«+y«+jî^) = 2f'ErfM. 
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Or, ^diù, somme de tous les éléments de surface, donne la sur- 
face entière de la sphère^ c*est-à-dire inr* ; il en résulte 

et 

2 

3 



MOMENTS D INERTIE ET RATONS DE GYRATION DES CORPS 
DONT AUCUNE DIMENSION n'eST NÉGLIGEABLE. 

dS^. — Cylindres et prismes droits. — L'axe de révolution 
étant parallèle aux génératrices ou aux arêtes de ces corps, si on 
les décompose par des plans infiniment rapprochés perpendiculaires 
à cet axe, on obtiendra des sections égales dont on trouvera les 
rayons de gyration, en se reportant aux considérations qui précèdent. 
Ce rayon de gyration sera celui du corps considéré, il donnera le 
moment d'inertie cherché au moyen de la relation connue (d'40), 

I=VR'. 

— C*esi ainsi que pour un cylindre droit tournant autour de son 
axe, on cherchera d'abord le rayon de gyration du disque (860) 
qui est 

R* = --- 
2' 

si h est la hauteur du cylindre on en déduira 

2 

— Le moment d'inertie d'un anneau de rayon intérieur r , et de 
même hauteur h que le cylindre, serait 

I=i,cA(r*-r'»), 
car (860), 



274 CALCUL INTÉGRAL 

d55. — Oône de révolution. — Soit donné le cône (Fig. S3) 
tournant autour de son axe ; nous représenterons par 6 le rayon de 
sa base et par a sa hauteur, puis nous le supposerons divisé en élé- 
ments tronc-coniques tels, qu'ils puissent être considérés comme 
des cylindres y à un infiniment petit près d'un ordre supérieur au 
premier. Le volume de l'élément MNN'M' sera donc 

et son moment d'inertie (S50), 

-T.y'dx, 

dx a 
dy~b 

a 
dx=:^dyy 

de sorte que le moment d'inertie du cône sera 



ou, à cause de 



donnant 



I 






Le volume du cône étant 
on aura 

856. — Sphère. — Considérons enfin une sphère tournant au- 
tour d'un de ses diamètres, soient son rayon r et a:, y, 5; les coor- 
données d'un élément de volume rfv, par rapport à trois axes 
rectangulaires passant par son centre. Le moment d'inertie sera 
évidemment le même pour chacun de ces trois axes ; aussi, en repré- 
sentant par p la distance au centre de l'élément considéré^ on 
trouvera 
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I=Sdt;(x» + y') = 2rfi;(y« + 5') = Scto(a7« + ^»), 
d'où Ton tire 

On peut obtenir cette somme en groupant d'abord les éléments 
dv qui sont à la même distance du centre ; ces éléments forment une 
couche sphérique dont le volume est iTZp^dp, et il vient 



3I = 8w r'p*rfp=?7rr*, 
*/ 5 



soit 

comme le volume de la sphère est 

4 

il en résulte 

24 2 
R* = — r' = -r* 



VI. — DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A DEUX, ET A UN 
PLUS GRAND NOMBRE DE VARUBLES. 

d57. — I>iver8es équations différentielles. — Les équations 
différentielles, c'esl-à-dire les équations qui contiennent en dehors 
des variables, leurs dérivées ou leurs différentielles d'ordre quel- 
conque, peuvent se diviser en deux catégories bien distinctes : 
1*, les équations différentielles renfermant seulement une variable 
indépendante; 2®, celles qui renÎQvmeni plusieurs variables indépeji- 
dantes. On distingue dans la première : 

1° — Les équations différentielles ordinaires contenant en dehors 
de la variable indépendante, une seule variable^ et la dérivée ou les 
dérivées de celle-ci par rapport à la première. 

2* — Les équations différentielles à une seule variable indépendante, 
peuvent renfermer plusieurs autres variables et leurs dérivées par 
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rapport à la variable indépendanlc. Elles forment alors un système 
d équations différentielles dites simultanées. 

On peut ranger dans la deuxième catégorie^ comprenant plusieurs 
variables indépendantes : 

1* — Les équations dans lesquelles se trouve la différentielle to- 
tale de la fonction primitive, exprimée soit à laide des variables 
indépendantes, soit à Taide de ces variables et de la fonction ; on 
les appelle équations aux différentielles totales. 

2!* — Enfin^ les équations qui ne donnent indépendamment des 
variables, que quelques dérivées ou différentielles partielles, sont 
appelées improprement équations aux différences partielles. 

— Les équations différentielles se classent aussi, d'après Tordre 
le plus élevé des dérivées qu'elles renferment. Elles sont dites du 
premier ordre, si elles contiennent des dérivées du premier ordre ; 
du second ordre y si elles renferment des dérivées du second, et ainsi 
de suite. 

Nous n'avons pas l'intention de nous étendre longuement sur les 
intégrations de ces diverses équations, nous examinerons seule- 
ment quelques cas, les plus simples, qui rentrent dans les applica- 
tions les plies usuelles. 

I. ~ INTEGRATION DES DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES. 

868. — Squations dilTérentielles du premier ordre et du 
premier degré. — Nous avons supposé dans ce qui précède, que 
les coëf6cients différentiels de la fonction cherchée, étaient expri- 
més immédiatement par le moyen de la variable indépendante, 
mais il ai*rive souvent que Ton n'a qu'une équation différentielle, 
qui renferme aussi cette fonction. 

Supposofis d'abord que Ton ait à intégrer l'équation différen- 
tielle 

r[y)dy = ^'{x)dx, (1) 

dans laquelle les variables sont séparées. On reconnaît aisément, que 
celte équation n'est autre que la différentielle trouvée (SS.Rem.) 
de 

/(y) =?(*). (2) 
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Inversement, si l'on ajoute à celte dernière uue constante, l'équa- 
tion ainsi formée 

/(y)=?W-hC, (3) 

sera ^intégrale générale de Téquatîon proposée (1). On voit Qu'elle 
s'obtient en intégrant séparément chaque membre, et en ajoutant à 
Vun deux une constante arbitraire. 

L'équation (3) devient une intégrale particulière, lorsqu'on attri- 
bue une valeur particulière h la constante arbitraire. 

— Si l'on a, par exemple^ à intégrer l'équation différentielle 

—^2xdx, 

y 

on trouvera (146) 

comme^ d'après la définition même des logarithmes hyperboliques, 

on a 

t/ = log'tf*., ... 
on peut écrire 

log'y=»log'^'+^ 
ou 

et en faisant 

on aura l'intégrale générale 

yz^iae'*. 

Pour chaque valeur attribuée à a on trouverait autant d'intégra-- 
les particulières. 

fi69. — // arrive plus généralement .que les équations différen- 
tielles ne se présentent pas comme la précédente, avec les variables 
séparées ; il faut alors chercher k effectuer cette séparation, au 
moyen de certaines transformations algébriques. 

i* — Pour l'équation très simple 

xdy^ydx, 

on obtient directement 

dy dx . 



278 CALCUL INTÉGRAL 

et en preBant riniégrale, 

iog'y = \og'x-i'C. 

Or, on peut regarder la constante arbitraire comme un loga- 
rithme, et écrire 



d'où Ton conclut 



log'^ = log'C, 

X 



X 



ou 



y=Cx. 
2o — Véquation différentielle 

se sépare facilement, et donne 

3« — On trouverait pour 

y'=:4a:*cos'y, 



d*abord 



^^ = 4a:'rfa:, 



cos"y 



tangy = x* + C. 



dont rintégrale est 



860. — SSqoatlons diilérentlelles homogènes. — Les varia- 
bles se séparent aussi sans difficulté^ quand Téquation différentielle 
proposée est homogène en x et en y, c'est-à-dire quand les facteurs 
de dx et les facteurs de dy sont du même degré. Les opérations à 
faire pour cela, reposent sur les considérations suivantes : Si dans 

une fonction algébrique, les exposants des quantités j:, y, £, ont 

la même somme dans chaque terme, et que Ton substitue Vx à y, 

Qo: à J5, etc ces termes passeront de la forme Kx^y*3f , à la 

forme AP'Q* ^''+'+'+ -, ou à la forme AP'Q* x*, en dési- 
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gnant par m la somme des exposants. A cause de l'homogénéité^ 
on aura donc dans chaque terme le facteur x^ que Ton pourra sup- 
primer, lorsque le second membre sera nul. 
Cela établi^ soit donnée Téquation différentielle 

/(ar, y)rfa:+ 9 (a:, y) rfy =^ 0, 

dans laquelle on suppose que les fonctions / et f soient homogènes 
et du degré m. Faisons 

d'où 

dy = vdx + xdv\ 

en substituant, on mettra en évidence le facteur x^ qui pourra être 
supprimé ; il viendra 

qui donne en effectuant et en séparant les variables, 

dx ^ (f{i,v)dv _^ 
X /(l,t;) + t;.ç(l,v) 

861. — Soit, par exemple, à intégrer Téquation différentielle 
homogène 

xdy =^dx{y + ^ôF+f\ 
Faisant 

y = vx, 

on obtiendra par la méthode précédente^ 

dx dv 

et, en prenant l'intégrale de chaque terme (16©), 

log'ar — log'(v + v^l+t;') = log'C, 
car on peut supposer la constante égale à log' C; il en résulte 

X 



v-hy/T-pv' 
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ou, en remplaçant t; par sa valeur ^ et simplifiant, 



x" 



= C. 



On trouve en multipliant les deux termes du premier membre par 



y—yjx^+y\ 



sJx'-hy'—y=C, 

équation qui donne en faisant disparaître le radical , 

86d. — lÉBquatlons différentielles linéaires. -«» La MporoHon 

des variables se fait encore, quand les équations proposées sont de 
la forme 

où la fonction y et ses dérivées n'entrent qu'au premier degré, et 
ne sont pas multipliées entre elles. Ces équations sont appelées à 
cause de cela, équatiom différentielles linéaires. 
u et t> étant deux fonctions indéterminées de x, posons 

d'où 

dy = udv + vdu . (2) 

Multiplions par dx les deux termes de Téquation (1), puis faisons 
la substitution indiquée par la relation (2), il viendra 

iidv + vdu + uvf {x) dxsss^ (ar) dx, (3) 

Les fonctions indéterminées u et t? peuvent être prises telles, que 

Ton ait 

udv = <p (x) dXf (4) 

et 

du-{-uf{x)dx=^0^ 

équations qui satisfont à la relation (3). La dernière peut s'écrire 

du 

h/{a:)(ir=0, 

u 
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dans laquelle les variables sont séparées. On trouve en Fintégrant^ 



log'w-4- / f{x)dx^=consi.. 



Désignons par X en y comprenant la cofMofitey Vintégrale 



ff(x)dx, 



nous aurons 

log'w-+-X = 0, 

ou 

log'w=: — X = log'«-»; 

il en résulte 
Par suite, la relation (4) deviendra 

d'où 

dv=^€^(f{x)dWy 
et 

t;ssr / e^ff{x)dx; 
donc enfin, 

y=e*» / e^ff{x)dx. 

— V équation différentielle 

rentre dans le cas précédent lorsque, prenant 

n — 1 
on pose 

On obtient, en effet, de la sorte 
puis en substituant. 



â8â 
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et en divisant par 



^ 1^ flf H — fc + 1 




y c D' jsr 

Fig. 73. 



863. — BétenniJiation graphique des intégrales. — Lors- 

que aucun des moyens que nous avons examinés ne peut faire con- 
naître l'intégrale, il sera possible de l'obtenir approximativement 
par une méthode graphique. 

Pour cela, ayant ramené Téquation différentielle proposée à la 
forme 

on peut considérer l'intégrale cherchée comme féquation d'une 

courbe, dont le coefficient angulaire au 
point X, y sera donné par la relation (1). 
D'ailleurs, à cause de la constante arbi- 
traire, on peut supposer qu'un point quel- 
conque A situé sur Taxe des y (Fig. 75) et 
ayant pour ordonnée y^, par exemple, «p- 
par tient à la courbe. On aura pour ce point 

y'=/(o,yo), (2) 

ce qui permettra de tracer la tangente. Celle-ci aura pour équation 

y—y^=fifiyy^)^^ (3) 

et l'on peut admettre, en négligeant les quantités très petites du 
second ordre, qu'elle rencontre l'ordonnée consécutive B'B menée 
à une distance h de l'origine, en un point B situé sur la courbe. Or, 
Vordonnée xj^ de ce point sera donnée par Péquation (3) de la tan- 
gente, en y faisant x=^h\ de manière que les deux coordonnées 
x = h, y=^y^ introduites dans l'équation (i) feront connaitre l'in- 
clinaison de la tangente en ce point B. Léquation de cette tangente 
sera 

y—yi=f{h,yi) [x~h). 

En continuant ainsi, on obtiendra une courbe qui se rappro- 
chera d'autant plus de la courbe cherchée, que l'intervalle h 
aura été pris plus petit. Il faudrait renverser l'équation (1), si l'or- 
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dounéo devenait infinie, et employer dans ce cas des parallèles à 
Taxe des x. 

864. — • Bquations différentielles du premier ordre» dont le 
degré est supérieur au premier. — Supposons maintenant, que 
le degré de l'équation proposée soit supérieur au premier. 

Si, par exemple, elle ne contient que la dérivée du premier ordre 
mais au second degré ^ il conviendra de résoudre Féquation par rap- 
port à y\ ce qui donnera deux équations du premier degré. On 
cherchera séparément l'intégrale de chacune de ces équations, et 
en les fnultipliant Tune par l'autre, on obtiendra l'intégrale de la 
proposée. 

— Considérom l'équation très simple 

elle donne 

y' + a=0 et y' — a = 0, 

qui ont pour intégrales 

y + aj:=C, et y— aa?=C'. 
Lintégrale générale sera 

(y + ax — C) (y— ax— C')=0. 
En effet, si l'on différentie cette dernière équation, on trouve 
[y+ax — C) [dy — adx)+{y — ax — C) (rfy4-arfar) = 0, 
relation qui ^^i salis faite à la fois, par la première solution 

y+aa: — C = 0, 

y' + tf — 0, 
rfy+a(fe=ï=0, 



donnant 
ou 



et par la deuxième 
qui fournit 



y — or — C' = 0, 
dy — adix:=0. 



Il est permis, sans diminuer la généralité de l'itttégfale, de Silp- 
poser C = C', car ces deux constantes n'entrent jamais à la fois 
dans la solution que Ton prend. 
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— On trouverait pour Téquation 

la suivante, 

y' =a±a^r^cos* X y 

qui donne lieu aux deux autres 

y' = «(4 + 8ini?), y'==:a(l — sinar), 

lesquelles ont pour intégrales respectives 

y = eM:H-C — acosd; 

et 

y=aa:-+-C+«cosx; 

par suite, V intégrale générale sera 

[y — €Ut — C + a cos x){y — ax — C — a cos a:) = 0, 

ou 

(y — ax — C)' — û* cos* ar = 0. 

— (hi opère de la m^oie manière lorsque le degré de y' est supé- 
rieur au deuxième. Ainsi, dans une équation différentielle où entre 
y'*, rintégrale générale s'obtient en déterminant les n valeurs de y', 
en intégrant les n équations différentielles du premier degré trou- 
vées; et en multipliant toutes ces équations après avoir fait passer 
tous les termes dans le premier membre. Il est permis, sans dimi- 
nuer leur généralité, de représenter la constante par la mêtne lettre 
dans toutes ces intégrales. 

d66. — Solutions Bingullères. — Il se présente quelquefois 
des relations tout à fait distinctes de Tintégrale générale, qui satis- 
font comme celle-ci, à une équation différentielle donnée du premier 
ordre à deux variables, sans être des intégrales particulières ; on les 
appelle solutions singulières. 

Pour se rendre compte de leur origine, il faut se reporter aux 
considérations géométriques exposées (d3). 

Prenons Téquation différentielle 

ayant pour intéfftaie générale 
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F {X, y, C) = 0. (2) 

Cette dernière équation représente une famille de courbes qui a 
pour enveloppe (9-4) Téquation 

? (^, y) = 0, (3) 

obtenue en éliminant la constante C entre (2), et sa dérivée prise par 
rapport à C. Or, l'enveloppe est tangente à toutes les courbes repré- 
sentées par l'équation (2) ; donc, si x ei y sont les coordonnées du 
point de contact entre l'enveloppe, et Tune de ses enveloppées, on 
doit trouver pour y' la même valeur^ quand elle provient indiffé- 
remment de l'équation proposée (1), ou de l'équation (3) de l'enve- 
loppe. Par suite, Téquation (3) satisfait k l'équation (1), quoiqu'elle 
ne soit pas comprise en général dans réquaiia]i(2). £Ue n'est pas 
une intégrale particulière, mais une solution singulière. 

866. — AquatlonB difléreatieUes du second ordre. — Nous 
examinerons d'abord les cas les plus simples. 
!• — Smt en premier lien 

y" =/(*); 

on aura^ en multipliant les deux termes par dx^ 

y''dx^=^dy' =f{x) dx, 
et en prenant l'intégrale. 



1/^Jm 



dx+C 



Si l'on a pu trouver cette intégrale, on obtiendra, en la représen- 
tant par ç [x)y 

Multiplions encore par dx^ il viendra 

y'dx=dy = <f{x)dx-i'Cdx, 
d'où en intégrant, 

y= / ç{ir)dir+Car+C, 

avec une deuxième constaa/^e arbitraire. 
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— Pour y''z=:l2x\ 

on aura 



et 



5^ = 4 f3x^dx+C = ix^ + Cy 
y= j kx'dx+ fcdx + a =x' + Cx+C. 



2o — L'équation différentielle à intégrer peut se présenter sous 
la forme 

/=/(y)- 

^ rfy' 
On sait que y = -^ ; en multipliant les deux termes de ce rap- 

dx 

port par y' et en remarquant que y'dx=dy , on aura 

y'dy' 



y' 



dy ' 



L'équation différentielle proposée deviendra donc, en multipliofit 
ses deux termes par dy^ 

y'dy'=f(y)dy, 
qui a pour intégrale 



\=Jny)dy+C. 



Si l'on a pu effectuer l'intégration et que f {y) soit l'intégrale 
trouvée, il viendra 

Î,'«=2?(y)4-2C, 

d'où 

y'=V2ç(y)H-2C. 

dy 
Mettons dans cette dernière équation -^ ^ 1& place de y\ et sépa- 
rons les variables j nous aurons 

dy 



dx=: 



V^2ç(y) + 2C 
et en intégi*ailt| 
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J \F2 



V2? (y) + ?G 

avec une deuxième eomlante arbitraire. 
-— Prénom, par exemple f l'équalioa différentielle 

y'=4y. 

qai revient à 

y'dy'=ziydij. 

On trouvera en intégrant une première fois, 

^ = Ayrfy + C = 2y» -t- C , 
d'où, 



par conséquent, 



y'=§=vV+2C; 



dX: '^y ' "^^ 



V4y« + 2C 2 /77c 



v/ 



*^2 



et en prenant encore l'intégrale (i6SB), 



^=^Iog'(y+v/y'+^)H-C' 



90*?. — Toute équation diffërentielle du second ordre, à deux 
variables^ qui contient les dérivées du premier et du second ordre 
à l'exclusion de ces variables, s^intégre comme celles du premier 
ordre. L'équation à intégrer étant 

/(y',y')=o, 

on voit, en effet, que y" est la dérivée première de y", et par consé- 
quent, Téqualion proposée peut être considérée du premier ordre 
entre y' et sa dérivée. Supposons que l'intégration puisse se faire 
et que l'on trouve 

y' = ç(x,G); 

en multipliant par dœ les deux membres de cette équation, et en 

10 
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prenant encore Tintégrale, on aura l'intégrale générale 



y= r?(^,C)ric4 r/, 



avec deux constantes arbitraires. 
— Soit donnée Téqualion différcnliello 



df/ 
On obtient en séparant les vartables^ après avoir mis -^ à la 

dx 

place de y^, 

2dx=^ ^^ 



et en intégrant (168), 



2x+C=log'(y'+Vl+y'«). 

Or, 

2a;+C = log'<î«*-^S 

ou en faisant e^=^af 

2ar-f-G = log'«", 

par suite 

ae'»^j/-h^i+t/\ 

On cherchera dans cette expression la valeur de y\ et Ton aura 
successivement y 

ou 

2y'ae»*=a*5**— 1, 
et 



y'=i(ae.^-i.-"), 



qui donne, en multipliant par dx et en intégrant (175), 



y=J(«,'«H-i«-'«)H.C'. 



S66. «^ On ramène encore au premier ordre toute équation dif- 
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férentielle du second, qui ne contient indépendamment de y' et y"^ 
qu'une seule des deux variables. 
1* — Quand elle contient x, elle est de la forme 

/+/(^)y'+?(^)=o, 

qui devient en multipliant par dx^ 

dy[ -\-f{x) y'dx -+- 9 (a:) rfa; = 0. 

Si rintégrale de cette équation différentielle du premier ordre 
entre y' et x peut s'obtenir, et qu'elle soit 

y'=l(x,C), 

il viendra, en multipliant encore par dx et en intégrant, 



y=-Jit{x,qdx+C\ 



ce qui donnera y en fonction de x avec deux constantes arbitraires, 
quand l'intégration pourra s'effectuer. 
— Soit par exemple 

x 

on aura 

dy' 2dx 

dont l'intégrale est 

log' y' == 2 log' x + log' C = log' C x', 
ou 

Multipliant encore par dx et intégrant de nouveau, on trouve 

x^ 

qui est Vintégrale générale, puisqu'elle contient deux constantes 
arbitraireis G et C • 

2** — Lorsque Inéquation différentielle contient seulement y et que 
Ton a 
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y'+/{y)y+?(y)=o, 

on obtient, en mettant 

dy 
à la place de yf et en multipliant par dy^ 

y'dy' +f{y)y'dy +^{y)dy=:Q. 
L'intégrale, si elle peut être obtenue, sera de la forme 

y'=+(y)+c, 

qui fournit à son tour 

dy 



H 



c. 



'Ky)+C 

d69. — Aquatlon» différentielles linéaires. — Il peut arriver 
que l'équation différentielle proposée soit linéaire ; c'est-à-dire que 
la fonction y et ses dérivées y\ y" s'y trouvent seulement au pre- 
mier degrés sans être multipliées entre elles. 

Examinons le cas où les coefficients étant constants, aucun des 
termes n*est indépendant des variables^ et soit 

On fera 

ce qui donne 

et en substituant, 

Cette relation indique que l'équation différentielle sera satisfaite^ 
si Tune des racines de l'équation 

n^ + mp + q=:(S (2) 

est 971. Or, il pont arriver : 

1* — Que ces racines soient réelles et inégales. En les désignant par 
m^ fn^j on aura dans ce cas pour y les deux valeurs 

Ce«i«, C'e«V, (3) 
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qui donnent chacune des intégrales particulières de la fonction diffé- 
rentielle proposée, puisqu'elles ne renferment qu'une constante; 
mais en les ajoutant on satisfera encore à la fonction (1), à cause de 
sa forme linéaire, et Ton aura l'intégrale générale 

y = Cé?»i*+C'e"4*. (4) 

• 

2o — Quand les racines de Téquation (2) sont réelles et égales et 
que Ton a 

{m-py = ^, 

ou 

m* — 2 pm +/?* = 0, 

soit 

/ — 2;?y'+iD»y = (5) 

pour Téquation proposée, le procédé ci-dessus ne peut être employé, 
car il donne 

OÙ se trouve une seule constante y qui est la somme C+C\ 
Dans ce cas on peut poser 

y = e-«(0+C'), 

d*où l'on déduit 

y' = m<?«*(0 + C) + C<?«« , 
et 

y^=m'e*«(Ca:+C')+2Cmc"'*. 

L'équation différentielle proposée (S) deviendra, en faisant les 
substitutions voulues, et en divisant par ^"*' , 

[m^—2pm+p^) (Gr+C') + (m— /?)2C=0, 

et celle-ci est satisfaite en prenant m = p; par suite, P intégrale 
générale est 

y=(Cir-+-C')e^. 

3\ — Enfin^ lorsque les racines de Téquation (2) sont imaginai- 
res ^ elles ne cessent pas de vérifier Téqualion proposée, et l'on peut 
transformer les exponentielles imaginaires en quantités réelles par 
les procédés connus ; mais on arrive directement au résultat en 

posant 

y=cos(pa?+C')Ce«*. 
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, Od en tire 

y'=cos (px+C). C«tf«— 8m(px-t-C'). Cp«?««, 

y " = cos (px -f. C). CaV" — 8in (p«4- C). 2C«pe*» 

— co8(pxH-C0.Cp*e«»; 



ce qui donne, en substituant dans l'équation proposée (4), et en 
supprimant le facteur Ce"*, 

co8(pa;H-C') (a*— p'+a;) + y)~8in(?a:-hC') (2a+;>)p=0; 
équation qui est satisfaite quand on pose 

et 

2x-^p = 0. 

D'ailleurs, la valeur de p est ici réelle, car on tire de ces derniè> 
res équations 

P 



2' P 



-sRl 



tandis que les racines de Téqualion (2) étant imaginaires par aup^ 
position, donnent 

T — ?<0> soit y— Ç>0. 

4 4 

il?Vwî on aurait y par exemple j pour réqualioii 

dans laquelle 

jo = — 7 et y=12, 

Cc«^(ms — 7m+12)=0. 

7 /49 

Or, ^*=5 =^ \/ ^7 — 12 =3 et 4, racines réelles et inégales ^ 

ce qui donne pour y les deux valeurs 

C^»* et C'f ** ; 
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d'où résulte l'intégrale générale 

©70. — L'équation différentielle Hnéatre peut comporter au se- 
cond membre une valeur différente de zéro, et Ton peut avoir 

y''+py'+qy=k, (i) 

On fait alors 

k 

et en substituant dans Téquation (1) on trouve 
ou 

équation qui revient à celle traitée dans le paragraphe précédent. 

— Supposons maintenant qu^ les eetifficients de Téquatiôn li- 
néaire proposée 

soient fonctions de la variable x. U convient de poser dans ce cas^ 

y=(^\ 

ce qui fournit 

y' =as « V , et y* = t; V + v'e^. 

L'équation proposée devient, en substituant et en faisant dispa- 
raître e ; 

sur l'équation différentielle suivi^QtÇj du preiqî^r ordre entre v^ et x, 

que Von traitera par un des moyens connus. Admettons que Ton 
ait pu trouver soù intégrale» et qu'elle' soit 
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multiplions-la par dx et intégrons de nouveau , nous aurons rinié- 
grale générale 



v= ff{x)dx + Cx-hC. 



La valeur de y s'ensuit immédiatement. 

»7l. — On peut encore ramener à Tintégration d'une équation 
différentielle du premier ordre à deux variables, celle d'une équation 
différentielle du second ordre, lorsqu'on est parvenu, par un procédé 
quelconque, à trouver une intégrale particulière de cette dernière. 

Soit Y cette intégrale particulière qui est une fonction de x; 
faisons ' 

y = vY; (1) 

V étant aussi une fonction de x, on aura 

y'=t,'Y + t,Y', 

et 

y-'=t;-'Y + 2t?'Y'4-t;Y"; 

en substituant dans la différentielle proposée 

/+;?y'+yy=o, (2) 

on trouve 

«-'YH-t;'(2rH-jDY) + t;(Y"-+-j9Y' + yY) = 0. (3) 

Or, Y étant une intégrale particulière doit vérifier l'équation (2) ; 
il en résulte que la dernièse partie entre parenthèses de l'expres- 
sion (3) est nulle. On aura donc 

v'Y+^'{2Y+pY) = 0, 
qui donne en séparant les variables^ 

dv' 2Y'+/?Y^ , 
V Y 

forme de différentielle dont l'intégration rentre dans les cas exa- 
minés. 
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2. — IMT£eRATION DES ÉQUATIONS DIFF£R£NTIBLL£8 SQUOiTAlIfiES. . 

878. — ÏBqaations différentieUeB siiniiltauées du premier 
ordre entre trois variables. — Étant données les deux équations' 
différentielles simultanées, 

dans lesquelles on considère t comme variable indépendante^ pro- 
posons-nous de les intégrer, c'est-à-dire de trouver x et y, en fonc- 
tion de cette variable. U faut pour cela différentier les deux équations 
(1) par rapport à /, ce qui donnera deux nouvelles équations conte- 
nant, en dehors des quantités ci-dessus, les dérivées du second 

ordre 

d^x d^y 

'd? ^^ 7?' 

L'élimination de y et de ses dérivées^ du premier et du second 

ordre entre les quatre équations^ fournira une seule équation du 

dx d^x 
second ordre entre x, — et •— que Ton essaiera d'intégrer par les 

moyens connus. Si l'on a pu y parvenir, l'intégrale générale, con- 
tenant deux constantes arbitraires, sera de la forme 

x=f{t, C, C). (2) 

Pour trouver y on mettra dans l'une des équations (1) à la place 

dx 
de j: et de — , leurs valeurs en fonction de t tirées de (2) ; on tom- 
bera de cette manière sur une équation différentielle du premier 
ordre entre y et /, dont l'intégrale générale, quand elle pourra s*ob- 

tenir, aura la forme 

y=F(^C'). 

OÙ C" représente une troisième constante arbitraire. 

Cette méthode qui est générale, rencontre presque toujours dans 
l'application des difficultés qui en restreignent V emploi. 

873. — Lorsque les équations simultanées sont linéaires par rap- 
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port hx^kyeik leurs dérivées, et qae les coefficients sont constants j 
ciroonaUnoa qui te priiMite M«ez souvent dans U% applleaiioiis, il 

dx 

e«t préférable d'employer la méthode auivaote ; Onétimin^ ^ 

entre les deux équations données (878.1), onélimitw ensuite entre 

dy 
les mêmes équations -^ , ce qui donne les deux autres y 

dx dy , ^ 

- + ûa:+*y = C, j^ + a,x+b,y = C,, (1) 

dans lesquelles on fera disparaître les seconds membres. 

Pour y parvenir on établira entre deux quantités m et n, la rela- 
tion Indiquée par les deux équations 

am + Aw=C, aim+bin=Ci (3) 

qui déterminent ces quantités, et Ton posera 

x=u+my y=v + n\ (3) 

en substituant dans lei équations (1) le^ valeurs données pour x et 
y dans ces dernières (3), elles prendront la forme annoncée 



du 
at 


dv 

di 


4^a|î^-HM 


=sO. 


La première (4) 


fournit 












v = 


du 


1 


a 




d où rpo dWuit 


dv 
It"^' 


d'u 


1 


du a 
'Tt'V' 


r 



(5) 

ces valeurs portées dans la dernière (4) donnent, ftpr^p ré4u6tioi|| 

équation linéaire à coefficients constants^ du second ordre entre u 
et t, dont rintégrale générale de la formé 

«=/(«, C,C), 
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Cette intégrale u étant déterminée, on eo déduira — en fonction 



avec deux constantes arbitrairea, ^'obtiendra par les moyens con- 

mts, (d69). 

du 
Tt 

de t, et Vonport^a oe9 valeurs daiu la premibr^ de» éqaalions (5) ; 

cette marche fera connaître v, et partant, les valeurs cherchées de 

X et de y. 

C74. — Nous appliquerons la méthode qui vient d'être exposée, 
aux deux équations simultanées 

dx dti 

^+2^_l0y = 4 et ^-+-3^^9y = 18, (1) 

qui correspondent aux équations (1) du paragraphe précédent. 
Les équations (873.3) seront, dans le ca» qui nous occupe, 

2m — 10w=4 et 3w — 9?i=18; (2) 
on en tire 

m = 12, n=»2; 
on posera donc 

a.=w + 12, y = v+2, (3) 

C9 qui ramènera leç équations proposées aui fiulvantai, 

du ^ ^^ ^ dv ^ ^ ^ 

^+Slw-^<Ov=-=0, ^^du-^9v^Q. (4) 



L avant-dernière douuQ 



1 du 



d'où, 

dv 1 d*u 2 du 

dt 10 ^/* 10 dt' 
Substituant dans la dernièrq (4) ^t simpliflftUt, on a 

d'u du 

On a trpuvé pour Tintégrale de cette équation (»e9), 



(5) 
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dont on déduit 

du 

. — =30«H-4CV, 

at 

et en remplaçant dans la première des équations (5), il vient 

v = jr (3Ce»' + iC'e» + 2Ce»' + 2C'e«) = ^ O* + g Ce»' ; 

donc 

a:=0«-f-CV+12, 

et 

y = iCe'«+^CV'H-2. 

876. — Squattons dlirérentlelles simultanées du premier 
ordre entre quatre variables. — Pour intégrer un système de 
trois équations simultanées du premier ordre, entre quatre varia-- 
bleSj — dont une seule indépendante, — on pourrait suivre une mar- 
che analogue à celle indiquée pour deux équations entre trois va- 
riables (878); mais on conçoit que les difficultés doivent augmen- 
ter avec le nombre de variables, et rendre bientôt cette marche 
presque impossible. 

S'il s'agissait d'équations linéaires et à coefficients constantSy 
comme il s'en présente dans les applications, on les ramènerait à 
avoir zéro au second membre, en employant un procédé analogue à 
celui qui a servi pour deux équations (873). On aurait, de cette 
manière, à intégrer le système des trois équations 

dx 

— + ax + by + cz = fSy 

^+a,x+b,y-\-c,z=(iy (1) 

— + Û8ar-|-6,y + c,:f = 0. 

Il y a pour y parvenir plusieurs méthodes, parmi lesquelles nous 
prendrons la suivante, qui convient aussi pour deux variables : 
Posons 
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x = (>••*, y=pC««S z = yCe'^^, (2) 

d'où il vient 

dt ai ai 

Substituons ces valeurs dans les équations (1) et faisons dispa- 
raître le terme Ce**^ nous obtiendrons 

m + a+Ap + q' = 0, 
mp + ai + ôtp + c^Y = 0, (3) 

mY + ei, + 6|p + CiY=0. 

Ces trois équations en donneront une du troisième degré en m, si 
on élimine entre elles ^ et y- Supposons que les trois racines de 
celte équation du troisième degré soient mi, m„ m,; que les valeurs 
arbitraires de C correspondantes soient Ct, Gj, G,; celles de ^ et de 
Yi Po pi» P« et Yi> Y«» Y»' ï-*®^ intégrales générales au système 
d'équations proposées (1) seront : 

X = de "•»* + G,e «*' + de "»S 

y = ^,de ^i' + P,G,e ^' + p.Gs^ «|^ (4) 

z = Y,G,<? -«' + y, de "•«' + YaC.^ "'*^ 

et Ton voit que les équations linéaires (1) seront satisfaites par le 
système de valeurs (4). 



3. - INTfiGRATION DES DIFF£RENTIELL£S TOTALES. 

876. — I>es équations différentielles du premier ordre à 
deux variables. — Les équations différentielles du premier ordre 
à deux variables, peuvent toujours se mettre sous la forme 

en désignant par M et par N des fonctions de x et dé y. Le premier 
membre de cette équation, dans lequel on considère x et y comme 
variables indépendantes, étant par supposition la différentielle 
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exacte d'une ceri&ine fonction /(a:, y), Tintégrale générale sera dans 
ce cas 

f{x^y) = consi.. 

Pour que celte circonstance se présetUe^ il faut que M et N soient 
les dérivées partielles du premier ordre de la fonction^ par rapport à 
X et par rapport à y ; ce qui entraîne la condition que la dérivée de 
M par rapport à y soit égale à la dérivée de N par rapport à x. En 
effet, la dérivée totale de /(x, y) étant (30) 

on a par hypothèse 

dx dy 

En prenant la dérivée partielle par rapport à y de TavantHlerniëre 
égalité, et la dérivée partielle par rapport à j: de la dernière , il 
vient 

dxdy dy dydx dx' 

Or, on sait (-Id) que 

(/y rfy 

dxdy dydx* 

il en résulte 

dîA_dN 

dy dx ' 

87*7. — S^acteur propre à rendre une différentielle exacte. 
— Si Ton remarque qu'une équation différentielle résulte, en général , 
de VélimvuUion d'une constante arbitraire, entre Téquation primi- 
tive et sa différentielle, on reconnaîtra que Ton ne rencontre pas 
souvent des différentielles directement iniégrables; mais il existe 
toujours un facteur propre à rendre VLdx+^dy une différentielle 
exacte. 

En différentiant, par exemple, Téquation 

y-O = 0, (1) 

on Irouvô 
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et réiimination de la constante conduit à 

xdy — ydx^ss^iij 2) 

équation dont le premier membre n'est pas une différentielle exacte ; 
tandis qu*en dégageant la constante C, Téquation proposée serait 
devenue 

X 

qui donne 

xdy — ydx 

où ia condition d'intégrabililé est satisfaUe ; car on a 



M=^— ^, et N=-, 



X' X 

ce qai conduit à 

dy x^'^dx- 

On voit donc qu'il a suffi de restituer à l'équation proposée (2) 
le facteur -^ qui avait disparu dans Télimination de la constante ar- 

X 

bitraire^ pour rendre cette équation directement intégrable. 

Mous ne donnerons pas les méthodes qui font découvrir le facteur 
propre à rendre une différentielle intégrable, parce que, en général, 
cette recherche présente plus de difficultés que le calcul directe- 
ment proposé. 

S78. — Des équations différentielles du premier ordre à 
trois variables. — Considérons une équation différentielle totale 
du premier ordre à trois variables^ 

dz=^f{x,y)dx + if{x,y)dy, {^) 

dans laquelle z est considéré comme fonction de x et de y, et soit 
à prendre son intégrale, ce qui revient à trouver z en fonction des 
deux variables indépendantes. 
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On admet par hypothèse que le second membre soit une diffé- 
rentielle exacte ; il faut pour cela (©76) que les fonctions f{x^y) et 
? (x, y) soient les dérivées partielles respectives, par rapport à a: et 
à y de la fonction z^ c'est-à-dire 

^=/(-'ï?,y)» et ^=?(y,^). (2) 



On sait, de plus, que Ton a dans ce cas (876) 

rf- f{^^ y) d. ç (x, y) 



(3) 



dy dx 

La première des équations (2) donne 

dz=^f{x,y)dx\ (4) 

en prenant l'intégrale par rapport à a? on obtient z , mais la constante 
qu'il faut ajouter ici doit se déterminer de manière à ce que la 
deuxième équation (2) soit satisfaite par la valeur de z. Cette 
constante doit être une fonction de y, attendu que dans la différen- 
tiation de z par rapport à x, une fonction de y, alors supposé cons- 
tant, a dû disparaître. 

Représentons par F (x, y) l'intégrale de l'équation (4) par rapport 
à x, et par ^ {y) la constante inconnue, nous aurons 

z = ¥(x,y) + if[y). (5) 

Différentiant par rapport à y il viendra^ à cause de la deuxième 
équation (2), 

dz d.F(x,y) ,,, . , , 
d'où Ton déduit 

+'(y)=?(^,y) ^^• 

Cette relation donnant ^'{y) fera connaître la consianle cherchée 
il/ {y\ si Ton en prend l'intégrale par rapport à y. On substituera 
Cette valeur dans l'équation (5) et l'on aura enfin z. 
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— fh^efions comme exemple ^ l'équation dilTérenlielle 

dz = (4xy ' + 3 j: V' + 1 2x') cZr + {6xY + 2x'f/ + 8//') rfy . 



Elle donne 



eb 



^ = ix!/'+3x'i/ + i2x\ 



dy 



et comme la condition d*inlégrabilité (d78.3) est satisfaite, at- 
tendu que Ton a 

dy dx 

on peut appliquer la méthode qui précède. Il viendra d'abord, 

;: = Siry + j:y + Sx* + ^ (y), 
ensuite 

dz 
on en déduit.en comparante la valeur ci-dessus de -r-, 

d'où 

il en résulte 

5 = 2xy + j:y+3ar*+2y*+C. 

8*79. — Les différentielles qui renferment wn nombre quelconque 
de variables, s'intègrent par une e&tension de la méthode que Ton 
vient de voir. Mais nous examinerons seulement Téquation 

Me/x+NrfyH-P.rf5=:=:0, (1) 

dans laquelle on suppose que M, N et P soient des fonctions des 

trois variables x,y^ z\ et, en outre, que le premier membre soit la 

différentielle exacte d'une fonction v des trois variables, de telle 

sorte que 

t; = const.. 

20 
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Cette dernière condition étant remplie, les deux premiers termes 
Me/o: + N(iy, quand on y regarde z comme constant, doivent for- 
mer une différentielle exacte. Désignons-la par du^ et supposons 
que l'intégration de 

du=^}Adx+Ndy^ 

effectuée par le moyen indiqué ci-dessus, ait donné 

Hasif{x,y,z). 

Cette fonction u obtenue en regardant z comme constant, ne peut 
différer de la fonction v que par une fonction de ;s; ; on aura donc 

v=f{x,y,z) + ^z). (2) 

On en tire 

dv d.f[x,y,z) 

7z—îr~'^^^'^' 

valeur qui doit nécessairement être égale à P. Par suite, 
ou 

et en prenant l'intégrale par rapport à z, 

d.f{x, y, z)- 



♦(')=/[--'-^^]*. 



d'où Ton déduit pour l'équation cherchée^ 

/(«> y , «) H- + (i) Œ= const. . 

4. - INT£6RATI0N DfiS ËQVATIONS AÏÏX DIFFÉRENCES PARTIELLES. 



tè^O. — D«s éq.MtttoMi s^«x aiiBèr«no#fl iMurtiaUiM Am 
mter ordrtt. -^ On ne connaît ici pour effectuer Tintégralion, que 

quelques-uns des coefficients différentiels de la fonction primitive, 
liés par une équation. Représentons par X, Y, Z des fonctions quel- 
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conques des trois variables x, y, z, et proposons- nous d'intégrer 
Féqualion différentielle du premier ordre 

nous allons transformer eette équation de la manière suivante : 
Supposons que Tintégrale cherchée soit 

f(x,y,z)=(i, (2) 

et prenons-en saccessivement les deux différenlieUes par rapport h 
X et par rapport à y, nous obtiendrons 

df df^ iz df^ df^ dz 

dx dz dx ^ dy dz dy 

Les valeurs de -;- et de -7- tirées de ces équations, et introduites 

dx dy ^ 

dans la proposée (1), lui donneront la forme 

xMttÂ* UU U/U 

û>nsidérons maintenant les équations 

dx dy dz 

donnant lieu aux deux équations simultanées du premier ordre 

dx dy dx dz 

soient 

/o(^,y,^) = Co, et /i(^, y, z) = Ci (6) 

leurs intégrales. En les différentiant on trouve 

dx dy dz 

et 

fdx+fdy+fdz=^iS, 
dx dy dz 
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011^ en remplaçant les dx, dy, dz par les quantités proportionnelles 
X, Y, Z (û), 

ax dy dz 

et (7) 

j^X+1^'Y + '|lZ = 0. 
dx dy dz 

En comparant ces relations avec Téquation (4) on reconnaît 
qu'elles satisfont à cette équation, et par conséquent, les fonctions 
A ^^ f\ (6) sont des intégrales particulières de l'équation propo- 
sée (1). 

Désignant par o une fonction arbitraire de f^^ei de/i, multipliant 

la première des équations (7) par —^ la seconde par --^^ei ajoutant 

terme à terme il viendra (30), en tenant compte du théorème des 
fonctions de fonctions (85), 

^X+^Y+^^Z = 0. (8) 

dx dy dz 

Ce qui montre que la fonction ? satisfait également à l'équa- 
tion (4). On en conclut que l'intégrale générale de l'équation pro- 
posée (1) est 

?(A,/.)=o. (9) 

On peut la mettre sous la forme équivalente 

en représentant par ^ une fonction arbitraire. 

881. — Soit, par expmple, Téquation aux différences partielles 

dz dz 
dx dy 

Les fonctions des trois variables seront ici 

X = a, Y = — 1, Z = 0; 

par suite, les équations (S) seront pour cet exemple. 
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— + rf//=0, et rf5 = 0. 
a 

Elles ont pour intégrales 

a:4-ay = Co, et z=Ci\ 

donc, l'intégrale générale sera 

On trouve effectivement en ]a différentiant, les deux valeurs 

— == 'V (x +«//), et ;^ = ^ ^' (^ + ^y) y 

qui satisfont à Téquation proposée. 
5oi/ encore Véquation 

dz dz 

-r-m + ^r-n^^n. 

dx dij 

On a pour cette équation 

Les relations (5) seront dans ce cas, 

dx djj dx as 

= , ei "~" = -z— , 
m n m k 

et leurs intégrales, 

my — nx = C,„ et mz — kx = C| , 

d'où Ton déduit pour l'intégrale générale, 

7nz — /^j: 3= ^ {^ny — nx). 

d88. — I>e8 équations aux difTérences partielles du second 
ordre. — 11 n'entre pas dans notre plan de nous étendre plus lon- 
guement sur les intégrations des équations différentielles; nous 
allons donner seulement quelques exemples qui se présentent dans 
les applications, et qui sont relatifs aux équations aux différen- 
tielles partielles du second ordre ; nous les ferons suivre pour termi- 
ner, de quelques applications géométriques. 
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— Soit Féquation aux différences partielles du deuxième ordre 

dx^ dy*' 

9 et ^ désignant dds fonctions arbitraires, ôtl satisfait à cette équa- 
tion, de la manière la plus générale, en posant 

2 = (p(y — aar)-H + (yH-ûa:). 
Cette dernière donne, en effets 

d*z 

d^z 

équations qui satisfont à la proposée. 

— 5t l'on a l'équation 

d*z 

dxdy ' 
on y satisfait de la manière la plus générale^ en faisant 

5 = ?(a:) + 'Ky) + ary. 

Soit encore 

d^z ■ d'z d'z ^ 

m*-pT — 2mn . '+n'"r-, = 0. 
ax^ dxdy dy* 

Il serait facile de voir qoe Ton y satisfèrmi d'une manière gêné - 
raie, en posant 

z = (f{my+nx) + x. ^{my-^nx); 

car, en différentiant cette dernière on trouverait des dérivées qui, 
substituées dans Téquation proposée, rendraient le premier membre 
nul. 
Ênfin^ on satisfait de la manière la plus générale k Téquation 

d'z , dH ^ rf'« , . 

lir* dxdy ^ dy^^ ' 

avec 
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(!)-^*©- 



On tirerait, en effet, de cette dernière des dérivées du second 
ordre qui vérifieraient Téquation proposée. 

». - APPUCATIOIB OiOMtTRIQUES. 

883. — I. —Trouver la courbe dont la sous-nomiale eMfNP^ 
portionneUe à rabsoHi0< — ^ En désignant par m une constante , 
on aura l'équation (81) 

et en séparant les variables» 

ydy sss mxdXj 
dont rintégrale est 

Selon que m est positif ou tiégatif, cette équation représente une 
hyperbole ou une ellipse. 

II. — Trouver la courbe dont la normale eet oonetaate. — ^ 

L'énoncé du problème donne (81) 

équation différentielle du premier ordre et du second dtfré» Qu Ml 
déduit 



y 

et en séparant les variables, 

ydy _ 

dont rinlégrale est (163) 
ou 
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on reconnaît que l'équation différentielle est satisfaite. La coudbe 
cherchée est donc la cyclotde. 

886. — T. -^ Trottirar l'équation (réaérâla dm «tirteM» qui 
ont pour équation dlfférentioUe 

— «H i = l. 

Pour intégrer cette équation aui différetioet partielles du premier 
ordre, on trouve d'abord, en suivant la méthode du numéro (880), 
les deux équatiofii à deuft YariibUft 

dx , • rfy 

— = dz, et -f =rfz, 

a 

dont les intégrales sont r^ipMtivameati 

X — a;2 = Co, et y — Aj2: = Ci. 

Par suite, en représentant par f et ^ deux fonctions arbitraires, 
l'intégrale générale sera 

ou 

équation générale deë swf&ceB cylindnque%[tB4)\ 

VT. — Trouver l'équatlou tfènéralo Ao« «ttrtMM ajrani 
pour équation différentielle 

dz dz 
dx dy 

On aura pour cette équatioQ, léa suivantes (880.5), 

dx dz dy dz 

X z ^ y z' 

n viendra en prenant tes intégrales, 

log' X — log' z = log' €o, 

et 

log>— log'^=log'C4, 



• ou 
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f_C Ï-C 

Z Z 



Donc, Téqualion cherchée est 



;=^0)^ 



elle s'applique aux surfaces coniques ayant leur sommet & V origine. 

^m. — Comme dernier exemple : Soit à trouver l'équation 
générale des surfaces dont l'équation différentielle est 

dz dz ^ 
— y^ — x = 0. 
dx dy 

Les équations à considérer seront dans ce cas 

dx dy dz 

y X 0' 

On en déduit 

xdx+ydy = Oj et dz=0, 

dont les intégrales sont 

ar«+y« = Co, et z = C,; 

par suite l'équation cherchée est, en désignant toujours par 9 une 
fonction arbitraire, 

z = if{xt + yt); 

elle se rapporte aux surfaces de révolution qui ont pour axe Taxe 

des z. 



FIN 
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NOTIONS SUR LES SÉRIES. 



1. — Séries : convergente, divergente. — Une suite indé- 
linic de quantités qui se forment suivant une loi déterminée se 
nomme série. Les progressions arithmétiques et géométriques sont 
des cas particuliers des séries. On en distingue deux genres : les 
sénés convergentes et les séries divergentes. 

Dans les premières, la somme des termes, lorsqu'on en prend un 
nombre de plus en plus grand, tend toujours vers une limite finie. 
Ainsi, toute progression géométrique décroissante 

rra:aq :ac/:aq^ : ay» ; , 

est une série convergente ; car la somme de ses termes qui est égale à 

ay» — a 

pour n termes, devient égale à 

aq* a a 



q — i q — \ \—q' 

pour un nombre infiîii de termes; puisque la raison y, — qui est, 

dans ce cas, plus petite que Tunité, — étant affectée d'un exposant 

aq^ 
infini, le terme — - — devient alors égal à zéro. 

q—i 

Une série est divergente quand la somme de ses termes ne tend 

pas vers une limite déterminée, ou qu'elle croit au-delà de toute 
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limite. La suite des nombres naturels 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + +n+ 

forme une série divergente. 

8. — Oonâltion de ooiiTer|rMiM dM •érles. — On conçoit, 
d'après ce qui précède, que dans une série convergente les termes 
doivent tendre constamment vers zéro^ mais cette condition ne suffit 
pas pour caractériser la convergence^ ainsi qu*on peut le vérifier sur 
la série suivante : 

1111 1 
2'^3'^4'^5'^ n'^ 

appelée série harmonique. En effet, si Ton considère : 

1 1 
1*, La somme du deuxième et troisième terme r+7; ^^f I& 

3 4 

1111. 
somme des quatre termes suivants k"^?*^?"^?! P^^^ successive- 

11 1 

ment celle des huit 5 "H 77: -H j^î ^^^ seize, etc..,, on re- 

I 

marque que ces sommes sont toutes plus grandes que ^ . La série 

pouvant ainsi être remplacée par une suite de quantités plus grandes 

1 

que le nombre déterminé -, la somme peut devenir aussi grande 

que Ton voudra, en prenant un nombre suffisant de termes ; par 
suite, la série est divergente. 

3. — Caractère général de conveirgeiiea et de divergence. — 

Les termes d'une série étant tous /?t>5t7i/5« on reconnaît qu^elle est 
convergente lorsque, à partir d^un certain terme, le rapport d'un 
terme quelconque à celui qui le précède , est constamment inférieur 
à une quantité fixe k, plus petite que t unité. Elle est divergente 
lorsque cette condition n'est pas remplie. 
Soit la série 

Wo+«i + Wi+ w« + , (1) 

et supposons que Ton ait : 
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— <A, d'où Wi<Awo<Awo) 

-<k, — u^<kUi<k'u^ (2) 



• • 






• • • • 



S»<Mo 



La somme S« des termes de la troisième colonne verticale, com- 
prend tous les termes de la série considérée (1). Celle de lademibre 
est 

«•(1 +*+*•+*•+ ifc*); 

on pourra donc écrire 

0U| en remarquant que l'on a £ < 1 , 

1-* ' 

mais à la limite j n augmentant indéfiniment^ le dernier membre de 
cette inégalité deviendra 

ce qui démontre que la série est convergente. 

4. — Srreur cominise en limitant la série pxL terme ti« . Si, 
dans la sommation des termes de la série précédente (1), on s'arrête 
au terme ti« inclus,* Terreur commise sera pltà petite que l'exprès- 

sion M»- T. En effet, en établissant comme ci-dessus (3,2), mais 

à partir de ti« « les inéffatité$ résultant du caraelëre général de con- 
vergence (S), on serait amené à conclure que la somme des termes 
qui suivent t/« est plus petite que 
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c'est-à-dire que 

et pour un nombre m de termes tendant vers l'infini, on aurait bien 

k 

« 

5. — Convergence des séries dont les termes sont altema- 
tivenxent positite et négatifs. — Lorsque les termes d'une série 
sont alternativement positifs et négatifs, cette série est encore co;t- 
vergente si les termes vont en décroissant hidéfinimeni. 

Soit donnée la série 

Wo — Wi + Wj — W8+ ±*/n. (1) 

Les termes allant en décroissant, si Ton fait abstraction des signes, 
ùQ terme quelconque diminué de celui qui le suit donnera toujours 
une différence positive. D'ailleurs, les différentes sommes d'indice 
pair : 

S, = (Wo — Wi), 

s* = K — Wi) + {th — Wa), 

Sg = (Wo — Wi) + (Wï — Ih) + {^i — «5), 



toutes positives, vont sans cesse en croissant. Les autres sommes 
d'indice impair : 

Si=l/o) 

§8=1/0 — (Wi—«lî), 

Ss = Wo — (Wi — Wi) — i^h — Wv), 



vont toujours en diminuant et sont respectivement supérieures aux 
précédentes. 

Chacune de ces sommes tend donc vers une limite ; comme leur 
différence diminue indéfiniment, les deux limites doivent se confon- 
dre et la série est convergente. 
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6. — Srreur commise en prenant les n premiers termes. 
— L'erreur commise, tantôt en plus tantôt en moins, suivant le 
signe du terme auquel on arrête la série, est moindre que le terme 
qui suit immédiatement. Elle sera pour les n premiers termes de la 
série (5.1), t/» ; en plus, si n est pair, en moins, pour 7i impair. 

Exemple. — Les deux séries 

1111 1 

1 1 1 ifc- 

et 



• ■ • 



1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3 n 



• • • • 



y 



appartiennent à la catégorie que nous venons d'examiner. 

La sommation des douze premiers termes de la dernière donne- 
rail 0,36787944126. . . . L'erreur commise en s'arrêlant à ce terme 
positif est en moins ; elle est moindre que le treizième terme de la 
série, lequel a pour valeur 

o^ . ^^L. ..An = 0,00000000001 14 

87178291200 

7. — liimite de l'expression ( 1 H — ^ j pour la valeur infinie 



(-:)" 



de m. — Cette limite qui est la base des logarithmes hyperboliques 
ou népériens^ reçoit d'importantes applications dans les calculs 
d'analyse. On la désigne toujours par la lettre e. 

Pour déterminer sa valeur, nous supposerons d'abord que m soit 
entier et positif. En faisant, d'après cette hypothèse, le développe- 
ment de l'expression donnée j 1 H — j , suivant la loi du binôme, 
on obtient pour la somme S des termes, 

1 m[m — 1) 1 m[m — \)[m — 2) 1 

S=l+w — I — _H — — M- . . . . , , 

m 1.2 m' 1.2.3 m^ 



m{m — l)(m — 2) 1 m{m — 1) 1 ml i^ 

* * '""' 1.2.3 m"»~3"^ 1.2 m"»-* Tm«-^ m«' 

2i 
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expression que Ton peut écrire 

1 m \ m/\ ml 



\ m/\ mj i '^^o-^-u* 

1.2.3 m«-* n" m™-* m"»-*^ 



Ce développement est vrai pour toute valeur de m, quelque 
grande qu'on la suppose ; et à la limite, m tendant vers rinfini, 
les expressions 

1 1 _ — 

mm m 

tendront vers l'unité ; de sorte que la première moitié des termes du 
développement aura une valeur /!me, tandis que dans chaque terme 

de Tautre moitié, le coefficient — ne pouvant être éliminé et deve- 

nant égal à zéro pour m infini, ce second membre sera nul. On aura 
par conséquent, en faisant les réductions possibles, 

,. / 1\"* ,11 1 i 

1 



• • ■ • 



i.2.3.4 . . . . n 



II faut, d'ailleurs, observer que le nombre des termes de cette 
expression tend lui-même vers finfini, et comme ils se succèdent 
suivant une loi bien déterminée, on reconnaît que le développement 
s'est transformé en série. 

— Si le no77ibre m était fractionnaire et s'il était compris, par 
exemple, entre les deux nombres entiers consécutifs q et y+1, 
comme les expressions 



('+„-)'"('+jiï) 



g-hi 



tendraient chacune vers la même limite finie e, en faisant tendre 
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rindice de la puissance vers rinfini, il en résulterait que la limite 
de Texpression considérée, qui doit être comprise entre les deux 
limites ci-dessus, serait elle-même égale à cette limite commune e. 
— Enfin, si m était négatif l'expression donnée deviendrait 

/ 1\-"* f m \ ** Y 1 \« 

\ mj \m — 1/ \ m — 1/ 

et en décomposant cette dernière en deux facteurs^ on obtiendrait 

\ m — 1/ \ m — 1/ \ m — 1/ 

En remarquant que m — 1 est positif, le premier facteur tendra 
vers la limite e pour m égal à rinfini, tandis que le second tendra 
vers tunité. Il en résulte qu'en donnant à m des valeurs négatives^ 
Texpression proposée tendra encore ver9 la limite e. 

8. — Valeur numérigae de e. — Reprenons la série trouvée 
ci-dessus (7), 



On voit que ses termes tendent constamment vers zéro ; de plus, 

le rapport d'un terme quelconque à celui qui le précède immédiate- 

1 
ment est égal à -, quantité toujours plus petite que l'unité : donc 

(s) la série est convergente ; du reste, ces rapports vont sans cesse 
en diminuant à partir du premier. 

La somme des termes de la série à partir du troisième terme in- 
clus^ est plus petite que celle des termes de la série géométrique 

décroissante : 

111 1 



2^"2*"^2»"'" • • ' • 2»"^ 



• • • • 



Mais ]a somme des termes de cette progressioo, ea s'arrètant au 
i 



terme — , est 
2*' 



2 V2"^2/ 



«-I 
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si n tend vers rinfini, — lendra vers zéro, et Ton aura 

s=-i-=.. 

1 

La série e sera donc comprise entre 2 et 3. 

En faisant la somme des quatorze premiers termes on trouve 

e = 2,7182818284. 
L'erreur commise en s'arrêtant à ce terme est plus petite (4) que 

l'expression w» 7 , c'est-à-dire que 

1 



n + 1 1 1 



1.2.3. . . . n 1 1.2.3. . . . n w 

1 

n+l 

Pour yi = 13 on obtient donc 

X ;i:= o.^..L...^ = 0,0000000000123 ; 



6227020800 13 80951270400 

par conséquent, les dix premières décimales de la valeur trouvée 
sont exactes. 

9. — Remarque. — La valeur numérique de e est une quantité 
incommensurable. En effet, si elle était égale à une fraction com- 

mensurable —, on aurait 

n 

m 11 1 

n 1 1.2 1.2.3. . . . n 

et en multipliant les deux membres de cette égalité par 1.2.3. . . n, 
le premier membre, qui serait encore un nombre entier, deviendrait 
égal à une suite de nombres entiers, plus la série 

1 1 



n+1 (7i + l)(n + 2) 

D'ailleurs, la somme des termes de cette série est évidemment 
plus petite que celle de la série géométrique décroissante, 
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1 1 1 



• • 



et comme cette dernière somme, quand le nombre des termes tend 
vers rinfini, est égale à 

1 
n + 1 w+1 1 



1 ?2(w+l) n' 

quantité plus petite que Tunilé, il s'ensuivrait qu*uh nombre entier 
serait égal à un nombre entier, plus une fraction, ce qui est absurde. 
Donc, e est un nombre incommensurable. 

lO. — Si Fou a la série 

X x^ x^ X* 

*+î+ô+rir3+ • • • • 1.2.3. ...« +• • • •' (*^ 

on peut facilement reconnaître qu'elle est convergente , qneWe que 
soit la valeur attribuée à x. 

Pour cela, on remarquera que les termes successifs se forment en 
les multipliant par les facteurs 

XXX 

w + 1' n + 2 w + 3 

or^ à partir du terme dans lequel on a n > x, ces facteurs seront 
tous plus petits que Tunité et, par suite, la série est convergente (3). 
— Lorsque dans la série (1) les numérateurs sont affectés de 
coefficients connus, et qu'on a la nouvelle série 

Bx O' Dx' Na:« 

celle-ci est encore convergente ; car, si M est le plus grand coeffi- 
cient, la série 



M 



( X X^ X^ -^ \ /«v 

\ ^l^i.2 1.2.3 1.2.3. . . 71 / ^ ' 

sera évidemment plus grande que la série proposée (2) ; mais cette 
série (3) est composée de la série (1) avec le facteur M, deux valeurs 
finies, donc le produit est également fini, et la série est convergente. 

FIN DE L'APPENDICE. 
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